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Theorie  der  Parallelen 


[Beilage  zu  dem  Briefe  an  Gauß  vom  IG.  September  1804] 

Bemerkung  [auf  der  Figurentafel  des  Urtextes]. 

1.  Eine  Seite  benenne  ich  öfters  nach  einem  Dinge,  das  sich  in 
ihr  befindet. 

2.  Ein  Buchstabe,  der  oben  mit  einem  Striche  bezeichnet  ist,  be- 
deutet einen  Punkt. 

3.  Eine  nach  beiden  Teilen  ins  oo  verlängerte  [gerade]  Linie 
(zum  Beispiel  öu),  wird  mit  öu  oo  bezeichnet. 

4.  Wird  6u  von  b'  aus  nach  dem  Teile,  wo  u'  ist,  ins  oo  ver- 
längert, so  dient  als  Zeichen  buu'cx:). 

5.  Der  Zusatz  |1.]  zu  der  ersten  Aufgabe  [S.  9]  braucht  nicht  ge- 
lesen zu  werden,  weil  darin  auf  anderswo  gegebene  Erklärungen  Bezug 
genommen  wird. 

Aufgabe  [1].  Auf  der  "  "■■  r'"^— ^^^^:::-:i-  b. 
Geraden  ^n,  Fig.  1,  stehe 
bu  (in  der  Ebene  P)  senk- 
recht, und  es  sei  2(u  =  an. 
Die  aus  öu  und  2in 
zusammengesetzte  Linie 
heiße  C,  und  es  möge  C  in  P  so  bewegt  werden,  daß  sich  Hn  auf 
Ztnn'oo  immer  Aveiter  bis  ins  Unendliche  bewegt.  Zugleich  werde 
in  P  ein  anderes  C  in  gleicher  Weise  wie  das  erste  bewegt,  sodaß 
sich  sein  7in  auf  nyy  <^^  immer  weiter  bis  ins  Unendliche  bewegt.  Es 
wird  gefragt,  welche  Linie  der  wandernde  Punkt  b'  beschreibt. 

Lösung.     Jene  Linie  heiße  £;  C  ist  eine  Gerade. 

Beweis. 

1.  C  kehrt  nicht  in  sich  zurück,  weil  sonst  zwei  Senkrechte  auf 
derselben  [Geraden]  213  oo  an  derselben  Stelle  zusammenträfen,  und 
das  kann  nicht  geschehen,  weil  sonst  dieselben  Senkrechten  auch  auf 
der  anderen  Seite  der  Geraden  2tB  oo  zusammenträfen  (wegen  der 
Gleichheit  der  Fälle). 

IL  Wäre  jedoch  C  keine  Gerade,  so  kehrte  es  in  sich  zurück.    Denn : 
III.  Aus  Fig.  1   werde   die   Fig.  2    so  angenommen,  daß  stmoo  C 
ist,   fnoo  aber  2tn  oo.     Dagegen   werde   a'  irgendwo  auf  2(n  oo  ange 
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nommen,  nur  sei  af  =  an.  Endlich  mögen  sf  =  nm  =  öu  =  io;  auf 
derselben  [Geraden]  |n  senkrecht  stehen.  Dann  ist  st  =  im  als  in 
{  gleicher  Weise  erzeugte  Teile  von  C,  wenn 
Ji}. [nämlich  erstens]  u'  nach  «',  ö'  nach  t'  ge- 
legt und  C  (wie  vorher)  bewegt  wird,  bis 
b'  die  Linie  im  erzeugt,  und  zweitens  zu- 
gleich das  andere  C,  bis  sein  b'  die  Linie 
"  ts  erzeugt.  Aus  diesen  gleichen  Erzeugungen 
^^^'  ^'  erhellt,  daß  auch  der  Winkel  ais  gleich 
dem  Winkel  «im  erzeugt  wird.  Mithin  gilt  das  Gesagte  auch  noch, 
wenn  unter  is  und  im  Gerade  verstanden  werden;  denn  wenn  die  Teile 
is  und  im  von  C  zusammenfallen,  so  fallen  auch  die  Geraden  is  und 
im  zusammen. 

IV.  Die  Gerade  sm,  die  von  ai  in  o'  geschnitten  wird,  wird  senk- 
recht geschnitten:  wird  nämlich  oanm  auf  oafs  gelebt,  so  bleibt  a' 
in  a',  o'  in  o',  n'  fällt  auf  f  (weil  die  Winkel  oaf  =  nao  =  einem 
Rechten  nach  Zeichnung),  m'  aber  fäUt  auf  s'  (weil  die  Winkel  afs 
=  «nm,  nm  =  fs  nach  Zeichnung).  Mithin  fällt  die  Gerade  om 
auf  OS,  und  es  sind  auch  die  Winkel  aos  =  «om,  folglich  sind 
beide  Rechte. 

V.  Werden  mithin  irgend  zwei  Punkte  m'  und  s'  von  C  genommen, 
so  halbiert  die  in  der  Mitte  o'  der  Geraden  sm  auf  dieser  Geraden  sm 
errichtete  Senkrechte  X)  oc  denjenigen  Teil  von  £,  der  zwischen  s'  und 
m'  (nämlich  von  s'  bis  nach  m'  hin)  liegt. 

VL  Hat  ferner  £  von  i'  ausgehend  auf  der  Seite  s'  mit  der 
Senkrechten  V  (oder  cti)  einen  Punkt  1}  gemeinsam,  so  muß  dasselbe 
i}'  auch  der  anderen  Seite  m'  aus  i'  von  £  gemeinsam  sein.  Dies 
erhellt  aus  den  auf  beiden  Seiten  gleichen  Erzeugungen,  und  es 
wird  auch  klar  aus  dem  ausdrücklich  Gesagten,  wenn  die  aus  imm'oo 
und  iaoo  zusammengesetzte  Linie  auf  die  aus  iss'oo  und  iaoo  zu- 
sammengesetzte Linie  gelegt  wird,  wobei  «'  in  a'  und  i'  in  i'  bleibt 
(siehe  Axiom  2). 

VII.  Wird  m'  von  m'  aus  in  mis  (einem  Teile  von  £)  bis  nach 
s'  bewegt,  so  muß  unter  der  Annahme,  £  sei  nicht  gerade,  m',  sobald 
es  aus  m'  heraus  bewegt  wird,  aus  der  Geraden  ms  heraustreten  (wenn 
es  sich  nämlich  darin  auch  noch  so  wenig  bewegte,  so  würde  der  Weg, 
den  es  beschriebe,  eine  gerade  Linie  sein,  und  wenn  ein  Teil  von  £ 
gerade  wäre,  so  würde  wegen  der  bis  ins  Unendliche  gleichmäßig  fort- 
gesetzten Erzeugung  das  ganze  £  gerade  sein).  Nun  tritt  aber  das 
auf  mis  sich  bewegende  m',  sobald  es  nach  s'  gelaugt  ist,  wieder  in 
die    Gerade   ms,   also   wird   dies  entweder  schon  vorher  geschehen  sein 
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oder  nicht.  Man  nehme  den  Punkt  auf  der  Geraden  ms  oo,  in  dem  m', 
nachdem  es  m'  verlassen  hat,  zuerst  wieder  eingetreten  ist.  Dieser  Punkt 
möge  c'  genannt  werden  (Fig.  1).  Alsdann  liegt  der  Teil  com  (oder  cm) 
von  C  auf  ein  und  derselben  Seite  der  Geraden  cm. 

VIII.  Der  genannte  [Teil]  c6m  möge  (nach  V.)  in  ö'  halbiert 
werden;  dort  entsteht  das  Ac6m. 

IX.  Jenseits  c'  werde  auf  C  fc  =  c6  angenommen.  Winkel  fcö 
=  com;  (denn  so,  wie  die  Linie  möc  erzeugt  wird,  ebenso  wird  die 
Linie  6cf  erzeugt).  Werden  also  die  Geraden  mb,  bc,  cf  gezogen 
und  ist  der  Winkel  cöu  <  als  ein  Rechter,  so  ist  auch  fc2t  <  als  ein 
Rechter.  Aber  die  Winkel  fc'U,  bc2i,  cöu,  ubm  sind  gleich  (wegen 
der  auf  beiden  Seiten  gleichen  Erzeugungen)  (siehe  Axiom  2).  Rechte 
können  sie  jedoch  nicht  sein;  denn  cb  bildet  mit  öm  einen  Winkel  kleiner 
als  zwei  Rechte  (oder  auf  der  anderen  Seite  größer),  da  c  ö  m  ein  A  ist  (VIII.). 

X.  Ist  cöu  <  als  ein  Rechter 
(Fig.  3),  so  ist  com  <  als  2  Rechte. 
Folglich  liegt  die  Gerade  öm  auf  der 
Seite  der  Geraden  cö  co,  in  der  öu  ist. 
Ebenso  ist  f  c  ö  <  als  2  Rechte.  Folglich 
liegt  die  Gerade  fc  auf  der  Seite  2t' 
(oder  u')  der  Geraden  cö  co,  und  fc 
und  öm  liegen  auf  derselben  Seite  der  Geraden  cö.  Augenscheinlich  geht  dies 
in  Ewigkeit  in  dieser  Weise  weiter,  sodaß  eine  aus  gleichen  Geraden  unter 
gleichen  Winkeln  zusammengesetzte  Linie  entsteht,  und  zwar  so,  daß  die 
beiden  anliegenden  Strecken  jeder  Strecke  auf  derselben  Seite  liegen. 

Ist  aber  cöu  >  als  ein  Rech- 
ter (Fig.  4),  so  ist  cöu  -f-  uöm 
>  als  2  Rechte  (jedoch  muß  es 
kleiner  als  4  Rechte  sein,  weil 
noch  der  Winkel  fehlt,  den  cö  mit 
öm  auf  den  anderen  Seite  bildet). 

Mithin  muß  öy^  (das  heißt  die  ^  ST  u  n 

Verlängerung  von  cö)  zwischen  ^^^  ^ 

ö  m  und  ö  u  liegen.  Mithin  liegt  ö  m  auf  der  Seite  der  Geraden  c  ö  oo,  auf  der 
u' nicht  ist.  Ferner  ist  alsdann  auch  öc 21  >  als  ein  Rechter,  und  öc 21  + 2t cf 
>>  als  2  Rechte.  Folglich  liegt  c  Ej  (nämlich  die  Verlängerung  von  ö  c  nach 
l}')  zwischen  cf  und  c2t,  folglich  liegt  fc  auf  der  Seite  der  Geraden  cöoo, 
in  der  u'  nicht  ist  (denn  21'  und  u'  liegen  auf  derselben  Seite  der  Ge- 
raden cö).     Daher  fallen  fc  und  öm  auf  dieselbe  Seite  der  Geraden  cö. 

In  beiden  Fällen  entsteht  also,  wenn  dieses  Verfahren  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  wird,  eine  Linie  von  der  Art,  wie  es  vorher  deutlich 
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gesagt  worden  ist.     Diese  kehrt  jedocli  nicht  in  sich  zurück,  weil  sonst 
zwei  Senkrechte  zusammenträfen  (Fig.  1). 

XL  Figur  5  möge  eine  solche  Linie  möcfg  .  .  .  darstellen,  die  77 
genannt  werde.    Auf  mö  werde  die  Senkrechte  ^f  cx>  errichtet  und  föö'oo 

mit  Q  bezeichnet.  Nunmehr  möge  ^ 
um  f  herum  durch  die  Linie  öcfg 
bewegt  werden,  jedoch  so,  daß  Q 
nicht  über  qpf  hinausgeht.  Wenn  Q 
nach  fcc'oo  gelangt  ist,  so  fällt  cf 
(das  mit  6m  auf  derselben  Seite 
der  Geraden  cb  oc  liegt)  entweder 
zwischen  Cü  und  cf  oder  zwischen  cf 
und  cb  oder  auf  cff  oo. 

Wenn  das  Letzte  stattfindet,  so 
liegt  f  entweder  zwischen  c'  und  f 
oder  in  f '  oder  jenseits  f.  Liegt  nun 
f  in  A',  so  errichte  man  auf  Xc  in  o', 
wo  Xc  halbiert  sein  soll,  die  Senk- 
rechte oq  oo.  Dann  halbiert  oq  oo 
den  Teil  von  C,  der  sich  von  c'  bis 
f  erstreckt  (V.),  und  muß  außerdem 
aus  77  durch  eine  gewisse  Strecke  aus- 
treten und  den  jener  Strecke  anliegenden 
Teil  von  C  schneiden,  und  dann  ist  (VL)  £  in  sich  zurückgekehrt. 

Wenn  aber  cf  zwischen  cf  und  cb  liegt,  so  ist  cf  ganz  innerhalb 
der  Linie  enthalten,  die  aus  fc  und  dem  von  f  aus  anfangend  bis  c' 
hin  erzeugten  Teile  der  Linie  7T  zusammengesetzt  ist;  sonst  würde 
nämlich  cf  durch  ben  genannten  Teil  von  77  hindurchgehen  (gegen 
die  Schlußbemerkung  von  X.).  Mithin  muß  die  Senkrechte  auf  cf  aus 
der  Mitte  von  cf  durch  eine  gewisse  Strecke  des  genannten  Teiles  von  77 
austreten  und  dann  den  jener  Strecke  anliegenden  Teil  von  C  schneiden. 
Außerdem  schneidet  sie  den  den  fc  selbst  anliegenden  Teil  von  C  (V.), 
also  kebrt  dann  £  in  sich  zurück  (VL). 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  dann,  wenn  fc  auf  cf  fiele,  f  zwischen  c' 
und  f  liegen  würde,  sonst  würde  die  Schlußbemerkung  in  X.  verletzt. 

XII.  Fällt  jedoch  f  zwischen  cu  und  cf,  so  ist  der  Winkel  ucf-j-  fcö  = 
2  Rechten  =  cbs  -j-  cbm.     Aber  cbm  =  fcö  (X.),  also  cbs  =  ucf. 

XIII.  Der  Teil  von  Q,  der  jenseits  77  liegt,  wie  cyy'  oo  und  öss'oo, 
heiße  K.  Wird  nun  Q,  wie  vorgeschrieben,  um  f  herum  durch  77  weiter 
bewegt,  so  fragt  es  sich  bei  dem  Ende  jeder  Strecke,  ob  die  folgende 
Strecke  in  Q  selbst  liegt  oder  innerhalb  oder  außerhalb? 
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Wenn  einer  der  beiden  ersten  Fälle  eintritt,  so  ist  C  in  sich  zurück- 
gekehrt (XL);  denn  es  ist  derselbe  Fall  [wie  vorhin].  Fällt  jedoch 
[die  folgende  Strecke]  immer  außerhalb  Q,  so  liegt  die  Verlängerung 
(der  Strecke,  zu  deren  Ende  Q  gerade  gelangt  ist)  (wie  cu  bei  der 
Sti'ecke  cö)  auf  der  Seite  von  Q,  wohin  die  folgende  Strecke  fällt,  zwischen 
H  und  der  folgenden  Strecke.  Folglich  liegt  H,  wenn  es  zu  dem  Anfang 
der  folgenden  Strecke  gelangt  ist,  immer  jenseits  jener  Strecke  um  einen 
gewissen  Zwischenraum,  denjenigen  nämlich,  den  K  mit  der  genannten 
Verlängerung  bildet  (wie  es  ycu  ist)  und  außerdem  um  einen  konstanten 
Zwischenraum,  der  gleich  dem  Winkel  cbs  ist  (XII.).  Ferner  hat  Q, 
solange  es  bei  der  vorgeschriebenen  Bewegung  durch  eine  Strecke  von  11 
bewegt  wird,  diese  am  Anfang  geschnitten  und  schneidet  sie  auch  ferner. 
Q  beschreibt  dann  sogar  immer  einen  Winkel  um  k'  und  kommt  um 
diesen  der  [Geraden]  cpi  näher. 

Mithin  bleibt  K  immer  um  einen  gewissen  Zwischenraum  jenseits 
des  Teiles  von  IT,  den  Q  zu  durchlaufen  im  Begriff  ist,  und  dieser 
Zwischenraum  ist  soweit  entfernt  davon  zu  verschwinden,  daß  er  viel- 
mehr, sobald  Q  in  dem  Endpunkte  einer  Strecke  von  IT  die  Bewegung 
beginnt,  immer  größer  ist  als  der  konstante  Winkel  cbs. 

Mithin  wird  K  niemals  in  das  Innere  von  IT  gelangen  können; 
denn  es  ist  unmöglich,  daß  der  Zwischenraum  verschwindet,  weil  eine 
Größe  nicht  verschwinden  kann,  die,  wenn  sie  auch  einmal  abnehmen 
sollte,  doch  immer,  bevor  sie  erschöpft  ist,  zu  derselben  Konstanten 
oder  einer  noch  beträchtlicheren  Größe  wieder  hergestellt  wird. 

Demnach  läßt  sich  Q  auf  die  vorgeschriebene  Art  bewegen,  bis 
es  nach  tcpcp' <x>  gelangt.  Dann  ist  aber  auch  [ein  Punkt  von]  IT  dort 
zugegen,  sonst  wäre  nämlich  K  aus  IT  herausgetreten,  was  als  wider- 
sinnig erwiesen  worden  ist.  Dann  aber  liegt  entweder  der  Endpunkt 
einer  Strecke  von  IT  auf  qpf  oo,  und  mithin  ein  Funkt  von  £  (nämlich 
gerade  dieser)  auf  (pf  oo,  oder  es  ist  zum  zweiten  Male  eine  Strecke  von 
IT  durch  cpf  oo  hindurchgetreten,  also  ist  auch  der  Teil  von  C,  der 
zwischen  den  Endpunkten  jener  Strecke  liegt,  durch  9?f  oo  hindurch- 
getreten.    In  beiden  Fällen  wäre  C  in  sich  zurückgekehrt  (VI.). 

Mithin  muß  C,  wenn  angenommen  wird,  es  sei  keine  Gerade,  in 
sich  zurückkehren.  Da  nun  in  I.  bewiesen  wurde,  daß  C  nicht  in  sich 
zurückkehrt,  so  ist  es  falsch,  daß  C  keine  Gerade  sei,  weil  dadurch  eine 
bewiesene  Wahrheit  zerstört  würde;  in  der  Tat  ist  alles,  was  einer  Wahr- 
heit widerspricht,  falsch. 

Zusatz  [1].  Mithin  ist  (Fig.  l)  C  eine  zu  2lnoo  parallele  Gerade;  denn 
(Definition  42)  jedes  y  aus  dem  Räume,  das  =  einem  andern  ^  ist,  ist  eben 
diesem  ähnlich,  wenn  in  derselben  Definition  (im  Besondero)  a  =  j3  angenommen 
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■wird,  und  p'  in  y  angenommen  wird,  wobei  y  und  ^  so  gelegt  werden,  daß 
sie  zusammenfallen,  \yird  ferner  durch  irgend  zwei  Punkte  von  C  die  Gerade 
gezogen  und  durch  irgend  zwei  Punkte  von  2{n  CX)  eine  andere,  wobei  die  Ge- 
raden £  und  2tu  oo  bereits  so  liegen,  wie  in  Figur  1,  so  liegen  die  gezogenen 
Geraden  in  derselben  Ebene  und  treffen  nicht  zusammen,  da  die  eine  von  ihnen 
auf  C,  die  andere  auf  2lnoo  fällt.  Da  also  dasselbe  von  irgend  zwei  Punkten 
von  C  und  irgend  zwei  ähnlichen  von  21noü  gilt,  so  gilt  es  auch  von  ent- 
sprechenden [Punkten],  also  sind  (Definition  44)  £  und  2tn  oo  parallel. 

Anmerkung.  Nichtsdestoweniger  ist  bis  jetzt  noch  nicht  bewiesen, 
daß  es  durch  irgend  einen  Punkt  von  £  nicht  auch  eine  andere  Parallele 
zu  2tn  gibt,  und  bis  das  geschieht,  mögen  Parallele  immer  als  so  er- 
zeugt oder  zu  erzeugen  aufgefaßt  werden. 

Zusatz  2.  Bei  der  Erzeugung  von  £  (Fig.  1)  verhält  sich  das  öu 
immer  gleichmäßig,  mag  es  nun  yon  irgend  einer  Stelle  aus  vorwärts 
gehen  oder  auf  dem  Wege,  auf  dem  es  gekommen  ist,  zurückkehren; 
mithin  bildet  es  mit  £  überall  und  auf  beiden  Seiten  gleiche  oder 
rechte  Winkel. 

Lehrsatz  1.  (Fig.  6).  Eine  Gerade  kann  einen  Kreis  nicht  in 
mehr  als  zwei  Punkten  schneiden. 

Denn  läge  der  Punkt  cc'  der  Geraden  213 
auf  dem  Umfange,  so  würden  co  und  es,  die 
auf  derselben  Geraden  senkrecht  stehen,  zu- 
iiÖ  sammentreffen  (gegen  Aufgabe  1,  Beweis  I).  Es 
sei  nämlich  c'  der  Mittelpunkt,  oa  =  o2(,  und 
sa  =  sB;  dann  sind  die  Winkel  bei  o'  rechte, 
weil  sie  gleich  sind  (denn  co  ist  gemeinschaft- 
lich und  cTl  =  ca,  und  oa  =  o2l);  ebenso  sind 
'^  '■  auch  die  Winkel  bei  s'  rechte. 

Zusa,tz.  Mithin  fällt  der  Teil  von  21B  oo,  der  abgesehen  von  2t B 
vorhanden  ist,  außerhalb  des  Umfangs;  denn  man  nehme  einen  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkt  B'  in  derselben  Ebene,  der  den  Umfang  2t aB 
einschließt  (daß  dies  möglich  ist,  erhellt,  w^enn  um  den  Mittelpunkt  B' 
in  der  genannten  Ebene  mit  jedem  Halbmesser,  dessen  anderer  End- 
punkt ein  Punkt  des  Umfangs  2t  aB  ist,  Umfange  erzeugt  werden  und 
sodann  jenseits  des  äußersten  der  aus  dem  Mittelpunkt  B'  erzeugten 
Umfäüge  irgend  ein  Punkt  p'  in  derselben  Ebene  angenommen  und 
mit  der  Geraden  Bp  und  dem  Mittelpunkt  B'  der  Umfang  beschrieben 
wird).  Dann  trifft  die  Gerade  2t  B  den  äußeren  Umfang  jenseits  2t' 
und  gelangt  überhaupt  nicht  wieder  innerhalb  des  Umfangs  2t  aB, 
weil  dann  eine  Gerade  den  Kreis  in  drei  Punkten  schnitte;  dasselbe 
läßt  sich  von  dem  andern  Teil  von  2tB  oo  beweisen,  indem  2t'  zum 
Mittelpunkt  genommen  wird. 
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Lehrsatz  2.  Fig.  7.  Wenn  eine  Kathete  wächst,  so  wächst 
die  Hypotenuse. 

Denn  es  werde  mit  dem  Mittelpunkt  d'  und  dem  Halbmesser  dß 
der  Kreis  beschrieben;  dieser  hat  mit  aßa'  oc  außerdem  noch  den  einen 
Punkt  B'  gemeinsam,  wenn  3u 
=  aß  (weil  A  daß  =  A  daB)]  also 
liegt  die  Gerade  B/3/3'oo  (abgesehen 
von  B/3)  außerhalb  des  Umfangs, 
also  auch  y'  (Lehrsatz  1,  Zusatz); 
deshalb  ist  dy  >  Öß. 

Zusatz  1.  Fig.  7  und  8.  Mithin 
bedingen  bei  rechtwinkligen  Drei- 
ecken Kathete   und  Hypotenuse   die 

Gleichheit.  Denn  es  werde  D2t  auf  da  gelegt,  sodaß  D'  auf  d'  fällt 
und  2i'  auf  «';  die  Winkel  D^(0  und  day  sind  rechte:  schließlich 
muß  auch  (da  D®  =  dy)  ®'  auf  y'  fallen;  denn  alle  anderen  Hypo- 
tenusen, die  sich  von  d'  bis  nach  ayy'  oo  ziehen  lassen,  sind  entweder 
größer  oder  kleiner. 

Anmerkung.  Es  ist  jedoch  nicht  allgemein  wahr,  daß  ein  Drei- 
eck durch  zwei  Seiten  und  einen  Win- 
kel bestimmt  wird.  Zum  Beispiel  bildet 
das  A  ßdy  einen  Teil  des  A^  Bdy,  ob- 
wohl der  Winkel  y  gemeinsam  ist  und 
auch  die  Seite  öy  gemeinsam  und 
d'B  =  dß. 

Zusatz  2.  Wird  mithin  (aus  Fig.  1) 
cmnit  genommen  und  (Fig.  9)  TXm  ge- 
zogen, so  ist  A  mcTl  ==  A  2tnm;  man 
lege  das  eine  davon  auf  das  andere,  so  wird  klar  sein,  daß  die  Summe 
aller  Winkel  des  rechtwinkligen  A'  die  Hälfte  von  vier  Rechten  ist; 
dasselbe  gilt  nun  von  jedem  beliebigen  rechtwinkligen  Dreieck,  da  2ln 
und  21  c  beliebig  groß  angenommen  werden  dürfen. 

Zusatz  3.  Da  jedes  A  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt 
werden  kann,  ist  mithin  die  Summe  der  Winkel  eines  jeden  Dreiecks 
=  2  Rechten. 

Lehrsatz  3.  Werden  zwei  Parallele  cm  und  2in  (Fig.  9) 
von  einer  Geraden  in  2t'  und  m'  geschnitten,  so  sind  die 
Wechselwinkel  m2ln  und  2tmc  gleich  und  m2tf  =  2tmy. 

Denn  es  werde  21  ni  in  o'  halbiert  und  aus  o'  auf  2t  n  das  Lot  ge- 
fällt. Fällt  dieses  in  o2l,  so  sind  die  Wechselwinkel  rechte  und  gleich 
(Aufgabe  1,  Zusatz  2). 


Fig.  9. 
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Fällt  es  außerhalb  o7X  (zum  Beispiel  nach  oa),  so  muß  die  Ver- 
längerung von  oa  die  Gerade  cm  (gemäß  der  Erzeugung  von  cm  nach 
Aufgabe  und  Figur  1)  schneiden;  nach  dem  Übergang  auf  die  andere 
Seite  der  Geraden  ^m  möge  ao  die  Gerade  mc  in  ß'  schneiden.  Dann 
ist  A  Ztcco  ==  m/3o;  die  Scheitelwinkel  sind  gleich  und  die  Winkel  cc 
und  ß  Rechte  (Aufgabe  1,  Zusatz  2);  womit  auch  der  dritte  Winkel 
dem  dritten  gleich  ist,  auch  ist  die  Seite  21  o  =  om. 

Mithin  sind  auch  die  Ergänzungen  dieser  beiden  Wechselwinkel  zu 
zwei  Rechten,  die  gleichfalls  Wechselwinkel  sind,  gleich. 

Zusatz  1.  Mithin  ist  auch  ein  äußerer  Winkel  =  dem  inneren 
gegenüberliegenden  nämlich  ymö  ==  m^n;  denn  ymd  ist  =^  dem  Scheitel- 
winkel 21  mc  der  =  m2tn  ist. 

Zusatz  2.  Wenn  mithin  (Fig.  10)  zwei  Parallele  c2l  und  mn  zwei 
Parallele  cm  und  2ln  schneiden,  und  die  Schnittpunkte  c',  m',  21'  und 
n'  sind,  so  ist  cm  =  21  n,  und  c2l  =  mn;  denn  Ac2lm  =  nm2t,  weil  die 
Wechselwinkel  gleich  sind  und  21  m  gemeinsam. 

Lehrsatz  4.  Wenn  (Fig.  9)  Wech- 
selwinkel gleich  sind,  so  können 
die  geschnittenen  Geraden  nicht  zu- 
sammentreffen. 

Denn  ist  cm2l  =  m2tn  und  21  m/ 
=  m2tf,  so  werde  die  aus  2t m,  myj^'oo 
und2lnn'oQ  zusammengesetzte  Linie  auf 
den  aus  TXm,  2lff'oc  und  mcc'oo  zusammengesetzten  Linienzug  gelegt. 
2t'  wird  auf  m'  fallen,  m'  auf  21',  myy' oc  auf  2tff'oo  und  2tnn'oo 
auf  mcc'oo.  Folglich  müßten,  falls  mcc'oo  und  2tff'oo  zusammen- 
träfen, auch  2tnn'oo  und  myy' oc  zusammentreffen,  und  dann  würden 
zwei  Gerade,  die  zwei  Punkte  gemeinsam  haben,  nicht  zusammenfallen. 
Zusatz.    Ist  ein  innerer  Winkel  einem  äußeren  gegenüberliegenden 

gleich,  so  läßt  sich  dasselbe  be- 
weisen. 

Lehrsatz  5.  Fig.  11.  Wird 
eine  Seite  eines  A^  ver- 
längert, so  ist  der  Außen- 
winkel X  =  1/ -\- z.  Denn  es 
ist  X  -^  V  =  2  Rechten  =  y 
+  ^  -f  v;  wird  v  auf  beiden 
Seiten   abgezogen,   so   ist   x  =  ij  -{-  z. 

Lehrsatz  6.     Ist  (Fig.  12)  ab  =  ob  und  af  =  fc,  so  ist  6f  =\'bc. 
Denn  man  ziehe  durch  6'  die  Parallele  zu  der  Geraden  bc^  diese  über- 
schreitet notwendig  ac  in  einem  gewissen  Punkte  f ,  weil  sie  oberhalb  der 


Fig.  11 
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Geraden  bc  oo  von  der  einen  Seite  der  Geraden  baa'oo  auf  die  andere  über- 
gehen muß;  denn  auf  baa'  oo  selbst  kann  sie  nicht  fallen,  da  sie  auf  diese 
Art  keine  Parallele  wäre.  Sie  tritt  also  in  das  A  abc  ein  und  muß  auch 
aus  diesem  austreten  (was  sich  durch  ein  dem  Zusatz  zum  Lehrsatz  1  ent- 
lehntes Verfahren  beweisen  läßt).  Da  dies  durch  hc  nicht  geschehen 
kann,  was  ja  eine  Parallele  ist,  so  muß  es  durch  ac  geschehen.  Es  ge- 
schehe in  f.  Sodann  werde  durch  6'  die  Parallele  zu  ac  gezogen,  die  bc 
in  e'  überschreiten  möge.  Dann  ist  A  öbe  =  abf;  denn  der  Winkel  öbe 
ist  =  aöf  (nämlich  ein  innerer  einem  äußeren  gegenüberliegenden),  bö 
=  öa  und  der  Winkel  böe  =  öaf  (ein  äußerer  einem  inneren  gegenüber- 
liegenden), folglich  be  =  öf  =  ec,  Lehrsatz  3,  Zusatz  2,  folglich  bc  =  2öf. 

Aufgabe  2,  Ein  A  aus  den  gegebenen  Winkeln  x,  y,  z  zu 
zeichnen,  deren  Summe  gleich  zwei  Rechten  ist. 

Auflösung.  Fig.  13.  Die  Geraden  ah  und  ac  mögen  in  a  unter 
dem  Winkel  x  an  einanderselegt  werden.  Man  ziehe  hc.  Dann  ist  die 
Summe  der  Winkel  ach  und  ahc  =  y  -\-  z  (Lehrsatz  2,  Zusatz  3);  also 
ist  entweder  der  eine  von  ihnen  gleich 
j/,  der  andere  =  z,  oder  der  eine  größer 
als  einer  der  Winkel  y  und  z,  der  an- 
dere gerade  um  ebensoviel  kleiner  als  der 
andere  von  den  Winkeln  y  und  z.     Es  sei 

ahc  >  y.  Dann  möge  hcc'  (X)  um  b'  durch  ca  fortbewegt  werden,  bis  es 
nach  haa  CK)  gelangt,  und  somit  der  Winkel  ahc  Null  wird.  Während 
dieser  Bewegung  (bei  der  der  Winkel  ahc  alle  Winkel  durchläuft,  die 
kleiner  als  ahc  selbst  sind)  werde  hcc'  oo  an  der  Stelle  festgehalten,  wo  es 
mit  ha  einen  Winkel  =  y  bildet.  Auch  dann  geht  b cc '  oo  noch  durch  ac 
hindurch,  weil  eine  jede  Gerade,  die  aus  b'  zwischen  ah  und  hc  gezogen 
ist,  durch  ac  hindurchgehen  muß.  Jetzt  ist  das  verlangte  A  vorhanden, 
denn  der  dritte  Winkel  ist  =  2  Rechten  —  {x  -\-  y)  =  z. 

Aufgabe  3.  Es  sei  (Fig.  14,  S.  14)  a  =  x,  ax^  =  y,  aa>f  =  z.  Ge- 
geben sei  eine  bestimmte  Gerade  h.  Gesucht  ist  eine  Gerade, 
die  größer  als  h  und  so  beschaffen  ist,  daß  sie  ihren  einen 
Endpunkt  auf  dem  Schenkel  ccxü(vo'  oo)  hat,  den  anderen  auf 
dem  Schenkel  aaa'oo,  und  daß  sie  zu  nx  parallel  ist. 

Auflösung.  Es  werde  xw  =  za  und  ^a  =  aa  angenommen. 
Dann  ist  (nach  Lehrsatz  6)  rr>a  gleich  2  ^ix.  Wird  wiederum  auf  arptp'  oo 
aus  w'  eine  Gerade  =  au?  angenommen  und  auf  aaa'oo  aus  a'  die 
Gerade  aa  und  dieses  fortgesetzt,  so  wächst  xa  in  geometrischer  Pro- 
gression (mit  dem  Exponenten  2)  und  wird  einmal  größer  als  b. 

Zusatz.  Ebenso  läßt  sich,  wenn  {ix  größer  als  h  ist,  ^x  in  eine. 
Gerade   verwandebi,   die   kleiner   als    h   und   von   solcher  Beschaffenheit 
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ist,  daß  sie  ihren  einen  Endpunkt  auf  a^^  den  anderen  auf  ax  hat;  zu 
diesem  Zweck  halbiere  man  die  Geraden  a^  und  ax  und  setze  das  so- 
eben angegebene  Verfahren  nach  rückwärts  fort,  sodaß  xn  in  fallender 
geometrischer  Progression  mit  dem  Exponenten  j  abnimmt  (Lehrsatz  6). 
Aufgabe  4.  Fig.  14.  Es  sei  (gemäß  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe) x^  <  h,  ferner  sei  voa  >  h  und  tDS  =  h  und  xx  =  h.  Gesucht 
wird  eine  Gerade,  die  gleich  h  ist  und  ihren  einen  Endpunkt 
auf  avo,  den  andern  auf  aa  hat,  und  die  zu  ^x  parallel  ist. 
Auflösung.  Man  ziehe  sr.  Sie  gehe  durch  ^la  in  1'  hindurch. 
Man   ziehe   tu   so,   daß    der  Winkel   «tu  =  a^ix  ist.     Dann   können  tu, 

xii  und  voa  niemals  zu- 
t sammentreffen      (Lehr- 

satz 4,  Zusatz),  und  tu 
muß  durch  xvo  hin- 
durchgehen, was  in  u' 
geschehen  möge.  Ferner 
ist  rs  parallel  zu  xa»; 
werden  nämlich  aus  r' 

Fig.  14.  1       '   T     i.  r 

und  s  Lote  aui  au?  oo 
gefällt,  so  sind  diese  entweder  ^ix  und  svo  selbst  und  dann  sind  (weil 
XX  =  svo  ist)  rs  und  xvo  parallel  (Aufgabe  1)  oder  das  Lot  aus  r' 
ist  rq  und  das  andere  aus  s'  ist  slj.  Dann  aber  ist  Arq;f  =  sf?n?; 
denn  es  ist  x  =  xx>,C[  =  \:\,  folglich  r  =  s,  ferner  r^  =  su?,  mithin  rq 
=  slj,  und  rs  ist  (Aufgabe  1)  parallel  zu  xvo.  Ferner  ist  auch  tu 
parallel  zu  svo,  denn  durch  t'  läßt  sich  eine  Parallele  zu  sn?  ziehen 
und  diese  muß  so  beschaffen  sein,  daß  der  Winkel  voaa  =  utc:  (ein 
innerer  dem  äußeren  gegenüberliegenden).  Aber  tu  hat  diese  Eigen- 
schaft, und  es  gibt  auf  dieser  Seite  der  Geraden  ua  keine  andere  Ge- 
rade, die  mit  aX  in  t'  einen  Winkel  gleich  «tu  bildete;  mithin  ist  jene 
Gerade  die  einzige  Parallele  zu  so»  aus  t'  (aufzufassen  im  Sinne  der 
Anmerkung  zu  Aufgabe  1). 

Mithin  ist  (Lehrsatz  3,  Zusatz  2)  tu  =  Stt>  =  &,  was  verlangt  war. 

Zusatz.  Mithin  erhellt  aus  den  Aufgaben  2,  3,  4,  daß  sich 
ein  A  zeichnen  läßt,  in  dem  eine  Seite  das  gegebene  h  und  von  den 
anliegenden  Winkeln  der  eine  der  gegebene  y,  der  andere  aber  der 
seo-ebene  z  ist. 

Lehrsatz  7.  (Fig.  15).  Es  sei  ^B  eine  beliebige  Gerade, 
und  die  Geraden  BD  und  2l(£  mögen  auf  derselben  Seite  der 
Geraden  2(B  in  derselben  Ebene  liegen,  und  es  sei  die  Wiukel- 
summe  C21B -f  21BD  <  2  Rechte.  Dann  werden  2t(£(£'oo  und 
BDD'oo   einander  schneiden. 
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Denn  es  sei  (Aufgabe  4  und  Zusatz)  der  Winkel  2i  =  y,  der 
Winkel  B  =  ^  und  21B  =  6,  und  ZI'  falle  auf  u',  B'  auf  t'.  Dann 
fallen  BD  oo  und  t/t  oo  zusammen  und  ebenso  ZtC  oo 
und  uxoo,  und  daher  ist  jener  Punkt,  der  den  Ge- 
raden tfioo  und  ux  oo  gemeinsam  ist,  auch  den  Ge- 
raden BDoo  und  2i<L  oo  gemeinsam. 

Lehrsatz  8.    Zu  einer  Geraden  gibt  es  durch 
einen  beliebigen   Punkt  nur  eine  Parallele. 

Denn  man  ziehe  eine  andere  [Gerade]  (Fig.  1), 
die  auf  der  einen  Seite  innerhalb  der  dort  gezeich- 
neten Parallelen  liegt.  Sie  wird  als  Summe  der  inneren  Winkel  weniger 
als  zwei  Rechte  ergeben;  denn  die  beiden  inneren  Winkel  ebenda  sind 
beide  Rechte  (Aufgabe  1,  Zusatz  2).  Also  müßten  (Lehrsatz  7)  7lr\  oo 
und  jene  Linie,  die  außer  der  Parallelen  in  Fig.  1  durch  denselben 
Punkt  gezogen  würde,  einander  schneiden. 


Fig.  15. 


Nachtrag  zur  Theorie  der  Parallelen 

[Beilage  zu  dem  Briefe  an  Gauß  vom  27,  Dezember  1808] 

XL  Fig.  5^  möge  eine  solche  Linie  m6c  fg  .  .  .  darstellen,  die  77 
genannt  werde;  auf  mö  werde  die  Senkrechte  cffoo  errichtet,  ferner 
werde  in6(6'cx))  mit  Q  bezeichnet  und  Q  um  in 'durch  die  Linie  möcfg. . . 
immer    weiter    bis   ins   Unendliche   bewegt.      Wenn    Q  nach   mc(c'oo) 

gelangt,  so  fragt  es  sich,  wohin 
die  folgende  Strecke  fallen  wird. 
Damit  dies  klargestellt  werde, 
wird  vorher  der  folgende  Ab- 
schnitt behandelt. 

Xn.  C  liegt  notwendig 
außerhalb  m6cfg  .  .  .  (nämlich 
da,  wo  die  Strecken  einen  kon- 
^  vexen  Winkel  bilden).  Denn: 
1.  Fig.  5'.  Wenn  C  einen 
solchen  Teil  enthält,  dessen  Mitte 
und  beide  Endpunkte  auf  dem 
Umfange  irgend  eines  Kreises 
liegen,  so  wird  sich  die  ganze 
Linie  £  in  der  Runde  herum- . 
winden.  Es  seien  nämlich  a',  b', 
b'  jene  Punkte.  Man  nehme  den 
Winkel  böc  =  abö,  dann  liegt  c' 
auf  C  und  auf  demselben  Um- 
fang, weil  e'  dahin  fällt,  wo  ein  dem  Bogen  6  b  gleicher  Bogen  jenseits 
6'  endigt;  denn  alsdann  ist  der  Winkel  b6e  =  abb  (wegen  der  Gleich- 
heit jener  drei  AA®  und  der  Winkel  an  der  Grundlinie).  Wird  mit 
hin  der  Bogen  bb  jenseits  e'  abgetragen  und  so  fort,  so  zieht  sich  C 
(beliebig  oft)  in  der  Runde  herum.  Alsdann  ist  ab  entweder  ein  ali- 
quoter Teil  des  Umfangs  und  dann  kehrt  C  nach  a  zurück,  oder  nicht; 
und  dann  wird  die  Strecke  if  entstehen.  Dann  wird  die  in  der  Mitte 
irgend  einer  Strecke  errichtete  Senkrechte  beim  Heraustreten  eine  ge- 
wisse andere  Strecke  schneiden  und  somit  die  Linie  C  wenigstens  in 
zwei   Punkten    schneiden   (sie   schnitte   nämlich    den   Teil   der   Linie   C, 


Fig.  5°. 


Nachtrag  zur  Theorie  der  Parallelen  (1808) 


17 


Fig.  5'. 


der  zu  jener  Strecke  gehört,  wo  die  gezogene  Senkrechte  errichtet  ist, 
und  zum  zweiten  Male  den  Teil,  der  zu  der  Strecke  gehört,  durch  die 
sie  hindurchgegangen  ist).  Auf  diese  Art  wäre  C  in  sich  zurück- 
gekehrt (VI). 

2.  Fig.  5".  Der  zu  einer  beliebigen  Strecke  der  Linie  77  gehörige 
Teil  der  Linie  C  liegt  auf  einer 
einzigen  Seite  dieser  Strecke.  Denn 
zunächst  muß  er  auf  einer  Seite 
anfangen  (zum  Beispiel  außerhalb 
wie  ca).  Er  möge  [in  a']  auf  die 
andere  Seite  hinübergehen.  Am 
andern  Endpunkt  (siehe  Axiom  2) 
wird  er  ebenfalls  auf  derselben 
Seite  genau  in  derselben  Weise 
anfangen.  Er  möge  durch  y'  auf 
die  andere  Seite  hinübergehen  (ob 
er  zwischen  a'  und  y'  bereits  auf 
die  andere  Seite  zurückgekehrt 
ist,  kommt  nicht  in  Betracht). 
Die  Punkte  a',  y\  6'  hat  die  Ge- 
rade [cö]  mit  £  gemeinsam.  Man  nehme  b'  auf  der  unteren  Seite  an 
und  mache  ab  (einen  Teil  der  Linie  C)  =  by.  Dann  ist  ah  =  by. 
Ferner  mache  man  bf  gleich  dem  Teile  ya:  dann  fällt  f  zwischen  c' 
und  «',  denn  es  muß  af  =  by  =  ab  sein,  aber  fc  übrig  bleiben.  Wird 
nämlich  der  Teil  ca  =  yb  mit  Ä  bezeichnet,  und  der  Teil  ay  mit  B 
bezeichnet,  so  ist  der  zu  der  Geraden  cb  gehörige  Teil  =2A-^B,  und 
wird  ab  hinweggenommen  (was  kleiner  als  A  ist),  so  bleibt  mehr  übrig 
als  A  -^  B^  und  es  muß  sogar  über  A  -\-  B 
hinaus  noch  fc  übrig  sein.  Dann  ist  aber 
der  Teil  abl  =  bya,  und  auch  a' ,  b' ,  V 
liegen  auf  einer  Geraden.  Dann  aber  schnei- 
det die  Gerade  ab,  indem  sie  von  der  einen 
Seite  auf  die  andere  hinübergeht,  die  Gerade  cb,  und  ebenso  auch,  wenn 
sie  von  b'  nach  f  geht,  und  es  werden  zwei  Gerade  zwei  Punkte  ge- 
meinsam haben  und  dennoch  nicht  zusammenfallen  (entgegen  dem  früher 
Bewiesenen).  Folglich  kann  C  mit  einer  Geraden  nicht  drei  Punkte 
gemeinsam  haben. 

Der  Beweis  ist  derselbe,  wenn  eine  Gerade  zwischen  zwei  äußeren 
Punkten  der  Linie  £  (von  drei  genannten)  als  Strecke  aufgefaßt  wird. 

3.  Fig.  5'".     Der  Teil  der  Linie  C,  der  zu  irgend  einer  Strecke  ge- 
hört, liegt  auf  der  äußeren  Seite  dieser  Strecke.    Denn  es  seien  c\  und  cb 
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Strecken  der  Linie  11,  ferner  sei  co  die  Halbierungslinie  des  Winkels  fc6^ 
und  a'  und  b'  seien  die  Mittelpunkte  der  genannten  Strecken.  Wenn 
die  in  ihnen  (auf  den  Strecken)  errichteten  Senkrechten  die  Gerade  co  oo 
schneiden,  dann  liegen  wegen  der  Gleichheit  der  Dreiecke  f,  c',  b'  auf 
dem  Umfang  eines  Kreises  und  C  kehrt  nach  1.  in  sich  zurück.     Gibt  es 

aber  zwischen  a 
und   c'  eine  ge- 
wisse Senkrechte 
auf  f  c,  die,  wenn 
die     Senkrechte 
auf    fc    von    c' 
anfangend  durch 
\     co(o'oo)  bewegt 
\    wird,     während 
\    cf   auf  cf(f'oo) 
;    bleibtjdie  Grenze 
;     bildet,  vor  wel- 
cher die  bewegte 
Senkrechte    im- 
mer die  Gerade 
CO  oü    schneidet 
und  bei  der  sie 
zum  ersten  Male 
nicht   schneidet^ 
so  fälle  man  aus 
o'    auf    fc    das 
Lot,    das    in   u' 

treffen  möge,  und  beschreibe  den  Kreis  mit  dem  Mitteli)unkt  o'  und 
dem  Halbmesser  co.  Dieser  wird  (da  die  Hypotenuse  oc  >  ist  als  die 
Kathete  uo)  außerhalb  cf  anfangen  und  zwischen  u'  und  f  durch  uf 
hindurchgehen;  denn  es  ist  uf  >  uc,  und  auch  (nach  dem  Früheren) 
fo>  CO. 

Nun  fällt  der  zu  einer  Strecke  gehörige  Teil  der  Linie  C  (nach  2 !  ent- 
weder auf  die  innere  oder  auf  die  äußere  Seite.  Fällt  er  auf  die  innere,  so 
tritt  er  entweder  in  den  Kreis  ein  (wie  er 6)  oder  nicht.  Im  ersten  Fall 
muß  er,  um  nach  ö'  zu  kommen  (was  außerhalb  des  Kreises  liegt),  heraus- 
treten, und  dann  fallen  c',  t',  ^'  in  den  Umfang,  mithin  kehrt  C  in  sich 
zurück  (wegen  1).  Tritt  er  nicht  in  den  Kreis  ein,  dann  ist  der  zur  Strecke 
cö  gehörige  Teil  entweder  cqsö  oder  cpy6,  und  der  der  Strecke  cf  an- 
liegende Teil  wird  cyyf  für  cpyö  und  cDsf  für  cqsö  sein  (der  der 
Strecke  cö   anliegende  Teil   kann  nämlich  nicht   durch  f  gehen,    weil 
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der  zur  Strecke  cf  gehörige  Teil  nach  f  kommt,  also  dannC  in  sich  zurück- 
kehren würde).  In  jedem  Falle  schneiden  Teile  der  Linie  C  einander, 
im  ersten  in  y',  im  zweiten  in  s',  und  dann  kehrt  £  in  sich  zurück. 
Folglich  liegt  der  irgend  einer  Strecke  benachbarte  Teil  der  Linie  £ 
immer  auf  der  konvexen  Seite,  welche  die  äußere  genannt  wurde,  und  C 
fällt  ganz  auf  die  äußere  Seite  der  Linie  11. 

XIII.  Nunmehr  möge  gefragt  werden,  wohin  die  Strecke  cf  fällt. 
Da  die  Strecken  cf  und  6m  auf  dieselbe  Seite  der  Geraden  cb  fallen, 
so  muß  die  Strecke  fc  entweder  oberhalb  mc  fallen  oder  auf  cm(m'oo) 
oder  zwischen  cm  und  cb.  Findet  der  zweite  Fall  statt,  so  fällt  f 
entweder  zwischen  m'  und  c'  oder  auf  m'  oder  jenseits  m';  wenn  aufm', 
so  kehrt  £  in  sich  zurück;  wenn  über  m'  hinaus  nach  o',  so  wird  der 
der  Strecke  cf  anliegende  Teil  von  dem  der  Strecke  mr  anliegenden 
Teile  geschnitten,  und  £  kehrt  zurück;  fällt  es  innerhalb  m',  so  wird 
die  in  der  Mitte  der  Strecke  cf  errichtete,  nach  beiden  Seiten  ins 
Unendliche  verlängerte  Senki-echte  die  Linie  £  wenigstens  in  zwei 
Funkten  schneiden,  (indem  sie  zuerst  durch  den  zur  Strecke  fc  ge- 
hörigen Teil  hindurchgeht  und  zum  zweiten  Male  durch  den  Teil 
möc  der  Linie  £),  und  dann  ist  £  in  sich  zurückgekehrt  (nach  VI 
und  I).  Und  da  man  dies  auf  die  Lage  jeder  beliebigen  folgenden 
Strecke  anwenden  darf,  so  fällt  auch  jede  folgende  Strecke  oberhalb 
mö(6'  oo)  (oder  Q),  nämlich  fc  wird  oberhalb  mc  fallen,  und  fg 
oberhalb  mf  usw. 

XIV.  Nimmt  man  daher  die  Mitte  jedes  Teiles  (wie  des  Teiles  m6 
in  t')  und  zieht  dahin  Gerade  aus  den  Endpunkten  der  Strecke  (wie  mt 
und  tb),  nimmt  darauf  auch  die  Mitte  des  Teiles  mt  und  zieht  dahin 
die  Geraden  aus  m'  und  t'  und  so  weiter  ins  Unendliche,  sodaß  der 
jeder  Strecke  benachbarte  Teil  der  Linie  £  in  geometrischer  Progression 
mit  dem  Exponenten  j  abnimmt,  so  fällt  (nach  XII)  der  Teil  mt 
außerhalb  der  Geraden  mt  und  £  fällt  außerhalb  aller  jener  Strecken 
(d.  h.  außerhalb  11). 

XV.  Der  Teil  cf  fällt  zwischen  cy  und  die  Gerade  cf;  denn  reichte 
er  unter  cy  hinab,  so  hätte  £  beim  Übergänge  von  c'  nach  f  außer  c' 
und  m'  noch  etwas  mit  der  Geraden  gemeinsam,  und  £  kehrte  in  sich 
zurück.  Ebenso  erhellt,  daß  der  Teil  cf  zwischen  die  Geraden  cu  und 
cf  fäUt. 

XVI.  Fig.  5"".  Der  Winkel,  den  mö  mit  der  aus  m  nach  dem 
Endpunkt  jeder  Strecke  der  Linie  77  gezogenen  Geraden  bildet,  ist  gleich 
dem  Winkel,  den  jene  Strecke  mit  derselben  Geraden  bildet;  zum  Beispiel 
ist  gm6  =  mgf  und  l}mb  =  mljg.  Denn  von  m'  bis  zu  jenem  End- 
punkte  ist   die  Anzahl   der  Strecken  der  Linie  77  entweder  grade  oder 
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ungrade,  Ist  sie  grade  (wie  zum  Beispiel  von  m'  bis  zu  g'),  so  sei  5' 
die  Mitte  der  Geraden  gm.  Man  ziehe  die  Gerade  C5  und  lege  sodann 
gfc5  auf  möc5.  Es  bleibe  c'  in  c';  f  kann  auf  6'  und  g'  auf  m'  fallen; 
dann  aber  wird  5'  auf  5'  fallen,  weil  die  Strecke  C5  gemeinsam  und 
m5  =  g5  ist;  C5  und  mj  können  aber  einander  auf  jener  Seite  nur  in 
einem  Punkte  schneiden  (nach  dem  Früheren). 

Ist  die  Anzahl  ungrade  (wie  bei  Ijgfcöm),  so  sei  vo  die  Mitte  der 
Strecke  cf  und  i  der  Strecke  Ijm.     Man  lege  tüfgl^i  auf  trcömi.     Es 

bleibe  vo'  in  vo\  f  kann  auf  c',  g' 
auf  ö'  und  l}'  auf  m'  fallen.  Dann 
können  mt  =  I?i  und  toi  =  sich 
selbst  einander  auf  jener  Seite 
nur  in  einem  einzigen  Punkte 
schneiden. 

XVII.  Da  mithin  der  Winkel 
bei  m'  durch  die  Bewegung  der 
Geraden  Q  wächst  und  Scheitel- 
winkel gleich  sind,  so  wird  der 
Winkel,  der  bei  ö'  gleich  0  ist 
und  bei  c'  gleich  a  wird,  größer 
werden  bis  zu  ß  und  noch  größer, 
wenn  er  y  wird,  er  wächst  noch 
weiter  indem  er  d  wird,  und  so 
weiter  ohne  Ende  (es  wird  nicht 
behauptet,  ins  oo). 
XVIIL  Fig.  5*^.  Der  Winkel,  den  die  Verlängerung  jeder  Strecke 
mit  der  weiter  fließenden  Linie  C  bildet,  ist  überall  gleich  (nach  dem 
Gesagten).  Dar  Winkel,  den  cy  mit  dem  Teil  cf  der  Linie  C  bildet 
(der  zwischen  die  Geraden  cf  und  cu  fällt),  ist  =  dem  Winkel,  den  fü 
mit  dem  Teil  fg  der  Linie  £  bildet  (der  zwischen  fp  und  fg  fällt),  und 
das  läßt  sich  offenbar  ins  oo  fortsetzen.  Wird  aber  der  Winkel  ucy 
hinzugefügt,  den  nämlich  B,  (falls  der  Teil  der  Geraden  Q,  d.h.  m6(ö'oo) 
der  jenseits  C  fällt,  JR  genannt  wird)  mit  der  Verlängerung  der  Strecke 
bildet,  so  wächst  dieser  (XVII)  und  die  Summe  wird  auch  wachsen; 
damit  man  eine  genauere  Vorstellung  gewinnt,  beschreibe  man  mit 
einem  gewissen  Halbmesser  (zum  Beispiel  cf),  der  immer  derselbe  bleibt, 
(und  dessen  Mittelpunkt  in  diesem  Falle  c'  ist)  den  Bogen  fy;  dieser 
wird  als  Maß  jenes  Winkels  dienen  können. 

XIX.  Untersuchen  wir  jedoch,  ob  dieser  Winkel,  den  B,  mit  C  bil- 
det, immer  weiter  ohne  Ende  beständig  wächst.  Wenn  77  gemäß  XIV 
abgeändert  wird,  sodaß  die  Strecken  kleiner  werden,  als  jede  angebbare 
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Größe  und  ihre  Endpunkte  einander  näher  kommen  als  jeile  angebbare 
Größe,  so  ist  auch  dann  noch  der  Winkel,  von  dem  die  Rede  ist,  bei 
dem  Anfang  einer  jeden  neuen  Strecke,  gewachsen.  Es  gibt  aber  keine 
Zeit,  während  deren  er  nicht  gewachsen  wäre.  Denn  am  Anfang  dieser 
Zeit  schneide  Q  die  Linie  C  in  einem  gewissen  Punkte  s'  (Fig.  5^)  und 
am  Ende  dieser  Zeit  in  ?/;  dann  ist  der  Teil  er}  der  Linie  C  (wenn 
n   eine   beliebig   große  Zahl   bezeichnet)   mehr   als  dreimal  so  groß  als 

der  Teil  mtö  mal  (|)"=  -^  ,  was  gleich  einer  Größe 


21 
ist,  die  kleiner  ist  als  jede  angebbare  Größe.    Wenn 
daher  auch  der  Endpunkt  der  Strecke  nicht  nach  s',  ^^ 

sondern  nach  a  fällt,  weil  sa  kleiner  ist  als  der  einer  einzigen  Strecke 
anliegende  Teil  der  Linie  C,  so  bleibt  noch  immer  etwas  übrig,  wenn 
von  a'  aus  zwei  Strecken  nach  rj'  hin  genommen  werden.  Folglich 
wird  der  genannte  Winkel  auch  während  dieser  Zeit  wachsen,  weil  er 
am  Ende  einer  jeden  Strecke  wächst. 

XX.  Da  dieser  Winkel  (der  x  genannt  werde)  zugleich  mit  dem 
Winkel,  den  Q  mit  der  ersten  Strecke  bildet,  ohne  Ende  beständig  wächst, 
so  wird  er  entweder  so  weit  [d.  h,  über  einen  Rechten]  anwachsen, 
daß  Q  über  (pf  oo  hinaus  gelangt,  und  dann  wird,  wenn  das  bis  jetzt 
Gesagte  auf  den  anderen  Teil  von  6'  aus  angewandt  wird,  sowohl  der 
Teil  mt6cf»3  .  .  .  der  Linie  £  als  auch  der  Teil  ömr  .  .  .  jenseits  g)f  oo 
gelangen,  und  es  werden  entweder  zwei  Teile  auf  (pf  oo  zusammen- 
treffen, oder  (pf  oo  wird  außer  t'  noch  zwei  Punkte  mit  C  gemeinsam 
haben,  und  dann  ist  C  in  sich  zurückgekehrt;  oder  x  wird  eine  Grenze 
l  haben,  der  es  näher  kommt  als  jede  angebbare  Größe,  die  es  aber 
niemals  erreichen  kann,  so  lange  Q  um  m  durch  C  bewegt  wird. 
Dann  sei  in  6'  x=A,  die  beständig  neuen  Zuwächse  aber  seien  a,  ß, 
y,  6,  .  .  .;  sie  geschehen  freilich  nach  dem  Gesetz  der  Stetigkeit,  sodaß 
zwischen  je  zwei  unzählig  viele  sind,  jedoch  darf  man  sie  auf  diese 
Art  darstellen.  So  ergibt  sich  die  unendliche  Reihe  A  -\-  a  -{-  ß  -\-  y 
+  d  -f-  .  .  .,  deren  Summe  den  Grenzwert  l  hat,  d.  h.  bei  der  die  Summe 
von  beliebig  vielen  Gliedern  (während  der  ins  Unendliche  gehende  Teil 
weggelassen  wird)  immer  kleiner  als  X  ausfällt,  und  bei  der  für  jede  ge- 
gebene Größe  q  die  Summe  aDer  Glieder  bis  zu  einem  bestimmten  Gliede 
soweit  erstreckt  werden  kann,  daß  der  Unterschied  von  A  <  als  g'  ist. 
Könnten  aber  alle  Glieder  der  unendlichen  Reihe  summiert  werden,  so 
daß  keins  übrig  bliebe,  dann  würde  die  Grenze  selbst  zum  Vorschein 
kommen  (in  diesem  Falle  A).  Hier  hat  indessen  Q,  wenn  es  durch 
alle  Punkte  des  Teiles  mtöcfg  der  Linie  C  oo  hindurchgeht,  alle  Zu- 
wächse sich  angeeignet.    Hat  man  also  alle  Glieder  der  Reihe  summiert^ 
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—  und  das  ist  gerade  in  dem  teillosen  Zeitpunkte  geschehen,  wo  sich 
Q  zum  ersten  Male  nicht  in  £  befindet,  denn  zwischen  diesem  Zeit- 
punkt und  dem  Verlassen  der  Linie  C  kann  keine  Veränderung  eintreten, 
weil  zu  einer  Veränderung  zwei  Zeitteile  vorhanden  sein  müssen,  der 
Zeitpunkt   aber   teillos   ist,   in  dem   Q   zuerst   aus  C  herausgetreten  ist, 

—  so  muß  der  Winkel  x  =  X  geworden  sein,  nachdem  Q  aus  £  heraus- 
getreten ist.  Das  ist  aber  widersinnig,  da  alsdann  a;  =  0  geworden 
ist.  Folglich  ist  es  widersinnig,  daß  der  Winkel  x  nicht  soweit  ge- 
wachsen sein  soll,  bis  Q  durch  g)f  oo  hindurchgeht.  Folglich  kehrt 
(gegen  I)  C  in  sich  zurück,  es  sei  denn  eine  Gerade.  Folglich  ist  C 
eine  Gerade. 
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I. 

Einführung 

Zwei  unverwisclibare  Züge  zeigt  das  Bild  Gottes,  die  Wahrheit 
und  die  Liebe.  Diese  sind  das  Licht  und  die  Wärme,  die  Fäden  des 
im  sterblichen  Staube  schimmernden  Strahles  der  ewigen  Sonne,  deren 
Glanz  durch  die  Wolken  des  Unendlichen  dringt  und  in  der  äußeren 
wie  in  der  inneren  Welt  die  unbedingte  Schönheit  des  Urbildes  selbst 
anzeigt.  Bedingt  schön  nennen  wir  dasjenige,  was  den  Sinn  für  dieses 
[Urbild]  in  uns  erweckt,  indem  es  die  heiligen  Wolken  wegreißt,  damit 
das  Frühliugslicht  die  himmelan  tragenden  Flügel -in  Bewegung  setzt, 
wenn  sich  uns  der  Weg  zum  seligen  Vaterlande  im  Unendlichen  öffnet. 

Notwendicr  werden  wir  dazu  getrieben 

1.  nach  dem  Muster  des  höchsten,  das  staunenswerte  All  durch- 
dringenden Auges  unablässig  dahin  zu  streben,  daß  wir  so  viel  wie  mög- 
lich das  Ganze  immer  tiefer  durchschauen, 

2.  nach  dem  Muster  des  höchsten,  den  unendlichen  Weltkreis  um- 
fassenden Vaters  die  Arme  nach  allen  fühlenden  oder  verständicren 
Wesen  auszustrecken,  wo  sie  auch  im  Räume  oder  in  der  Zeit  sein  mögen, 
und  danach  zu  streben,  daß  sich  alles  in  gegenseitiger  Liebe  vereinige  und 
der  Mißklang  in  die  Harmonie  der  größten  intensiven  und  extensiven 
Seligkeit  aller  und  jedes  einzelnen  verwandelt  werde. 

L  Die  Wahrheit 

Die  Wahrheiten  lassen  sich  einteilen  in  ewige,  die  das  preisen, 
was  zu  jeder  Zeit  da  ist,  und  zeitliche,  die  von  dem  handeln,  was 
nur  zu  gewissen  Zeiten  da  ist  (also  in  Gegenwart,  Vergangenheit  oder  Zu- 
kunft). Über  das  Vergangene  zu  berichten,  ist  Sacbe  der  Geschichte; 
diese  rollt  jedwede  Entwicklung  der  äußeren  und  inneren  Welt  auf, 
damit  man  erkenne,  warum  die  Gegenwart  so  ist;  Sache  höherer  In- 
telligenzen würde  es  sein,  aus  der  gegebenen  Gegenwart  die  Zukunft 
und  zum  Teil  die  Vergangenheit  zu  finden;  (denn  die  Gegenwart  ist 
die  Tochter  der  Vergangenheit  und  die  Mutter  der  Zukunft,  und  jene 
wird  in  der  Wirkung,  diese  in  der  Ursache  auf  die  Gegenwart  zurück- 
geführt). 

1.  Ich  habe  Vorstellungen,  ich  denke,  ich  schließe:  welches  sind 
die  Formen  dieser  Tätigkeit?  und  entspricht  ihr  etwas  außer  der  Vor- 
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Stellung?  ist  diese  vou  jenem  abhängig?  Ferner,  welches  sind  die  letzten 
Orte,  in  denen  sich  die  Vorstellungen,  eine  nach  der  anderen,  und  die 
vorgestellten  Dinge,  eines  außerhalb  des  anderen,  (nämlich  die  Außen- 
welt) befinden?     Hiernach  fragt  die  Philosophie. 

Die  Beschaffenheit  dieser  letzten  Orte,  nämlich  der  Zeit  und  des 
Raumes,  wie  sie  in  der  Anschauung  vermöge  der  Abstraktion  zurückbleiben, 
erforscht  die  reine  Mathematik,  aus  der  die  angewandte  hervorgeht. 

Jedes  von  beiden  [Zeit  und  Raum]  wird  aus  der  Verknüpfung  der 
Vorstellungen  abgesondert,  damit  es  Gegenstand  des  Denkens  sein  kann; 
ob  diese  durch  die  Vorstellungen  sozusagen  vorausgesetzten  und  gleich- 
zeitig mit  ihnen  entstandenen  Orte  außerhalb  der  Anschauung  Realität 
haben,  wird  hier  weder  bejaht  noch  verneint. 

Man  sagt,  wir  schließen,  wenn  wir  uns  aus  einem  Urteil  oder 
aus  den  Urteilen  Ä,  B,  .  .  .  ein  neues  verschaffen. 

Urteil  nennt  man,  was  sich  auf  folgende  Form  bringen  läßt:  „A 
ist  B  (oder  mit  B  behaftet)".  A  wird  das  Subjekt,  B  das  Prädikat 
genannt.  Umkehrung  davon  heißt  dies:  „B  ist  A  (oder  mit  A  be- 
haftet)". Wenn  B  „Nicht- C"  bedeutet,  so  wird  aus  „A  ist  mit  B  be- 
haftet": „A  ist  mit  Nicht- C  behaftet". 

Ein  Urteil  kann  aus  einfachen  [Urteilen]  zusammengesetzt  sein, 
aber  auch  zusammengesetzte  [Urteile]  lassen  sich  auf  die  genannte  Form 
zurückführen.  Sowohl  A  als  auch  B  kann  zusammengesetzt  sein,  und 
zwar  auf  mehrere  Arten:  kollektiv,  disjunktiv,  konditioniert  oder  auf 
gewisse  Art  determiniert. 

Etwas,  Einiges  oder  Alles  wird  dem  Nichts  entgegengestellt, 
Allem  aber  Nicht  Alles,  und  Nicht  Alles  ist  entweder  Nichts  oder 
Etwas  oder  nur  ausschließlich  Einiges.  Sogar  A  selbst  ist  etwas  aus  A. 
Das  Subjekt  A  kann  Etwas,  Einiges  oder  Alles  bezeichnen  oder  Nicht 
Alles  und  auch  Nichts  von  gewissen  Dingen  a,h,  .  .  .  Falls  A  nicht 
Alles  von  den  genannten  Dingen  bezeichnet  und  B  Nicht -C  bedeutet, 
so  wird  aus  „A  ist  mit  B  behaftet":  „Nicht  alles  von  a,b,  .  .  .  ist  mit 
Nicht-(7  behaftet".  „,Nichts  von  A  ist  mit  B  behaftet"  läßt  sich  aus- 
drücken durch  „Alles  von  A  ist  mit  Nicht-i?  behaftet".  Das  Subjekt 
^nd  das  Prädikat  können  auch  beide  disjunktiv,  ja  sogar  ein  Urteil 
sein,  zum  Beispiel,  „A  ist  entweder  mit  B  oder  mit  C  behaftet";  ebenso 
„Entweder  A  oder  B  ist  mit  C  behaftet".  Oder  aber  „A  ist  mit  B 
behaftet,  ist  behaftet  mit  C  ist  mit  2)  behaftet'*;  das  heißt,  wenn  A 
mit  B  behaftet  ist,  dann  ist  auch  C  mit  D  behaftet.  Offenbar  lassen 
sich  zahlreiche  und  mannigfaltige  Verbindungen  herstellen. 

Definieren  heißt  irgend  einem  Begriffe  einen  Namen  geben  oder 
die  einem  Dinge  allein  eigentümliche  Eigenschaft  darlegen. 
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Eine  Definition  ist  streng,  wenn  sie  so  einfach  wie  möglich  ist  und 
nicht   solche  Ä   und  B   enthält,   daß   durch  Ä  bereits  B  gesetzt   wird. 

Es  ist  indessen  erlaubt,  irgend  wie  konstruierte  Begriffe,  ohne  daß 
ihre  Realität  feststeht  oder  behauptet  wird,  ja  sogar,  wenn  diese  un- 
möglich ist,  durch  irgend  ein  Zeichen  oder  Wort  zu  bezeichnen;  jedoch 
bedeuten  gleiche  Zeichen  immer  Gleiches,  außer  wenn  etwas  anderes  aus- 
drücklich  festgesetzt  wird;  ungleiche  Zeichen  aber  brauchen  bloß  aus 
dem  Grunde,  daß  sie  ungleich  sind,  noch  nicht  Ungleiches  zu  bedeuten. 

Axiom  heißt  ein  solches  Urteil,  dessen  Richtigkeit  jeder  gesunde 
menschliche  Verstand  ohne  irgend  eine  andere  Begründung  lediglich 
aus  der  Beschaffenheit  [des  Urteils]  erschaut. 

Ein  B  beweisen  heißt  zeigen,  daß  es  durch  Ä,  nämlich  durch 
einen  Inbegriff  von  Axiomen  und  Definitionen,  als  notwendig  gesetzt 
wird,  daß  also  Ä  mit  B  behaftet  ist. 

Ein  beweisbares  Urteil  wird  ein  Lehrsatz  genannt. 

Wissenschaft  oder  besser  System  der  Wissenschaft  heißt  ein 
in  durchsichtiger  Ordnung  aufgebauter  Inbegriff 

[1.]  strenger  Definitionen,  wobei  man  mit  den  einfachsten  Begriffen 
anfängt  und  von  den  konstruierten  zu  neuen,  zusammengesetzteren 
fortschreitet,  (bis  diejenigen  hervorgehen,  welche  mindestens  alles  das- 
jenige, was  dorthin  gehört,  umfassen), 

[2.]  einfachster  Axiome,  unter  denen  sich  keins  aus  den  übrigen 
herleiten  läßt,  und  der 

[3.]  mit  ihrer  Hilfe  bewiesenen  Urteile. 

Weder  läßt  sich  alles  definieren  noch  alles  beweisen,  indem  man 
ins  Unendliche  zurückschreitet,  (wie  z.  B.  der  Boden  des  Raumes  un- 
erreichbar ist).  —  Es  gibt  Dinge,  für  die  kein  weiterer  Grund  erkennbar 
ist,  und  Dinge,  zu  deren  weiterer  Definition  wir  keine  klareren  Worte 
haben;  diese  zu  sammeln  wäre  der  Mühe  wert. 

2.  Vom  Orte  der  äußeren  Welt  wende  ich  mich  zu  dem  staunens- 
werten All  selbst  zurück  und  suche  die  Struktur  und  den  Mechanismus 
des  ungeheueren  Uhrwerks  zu  durchschauen,  dessen  Kette  aus  den 
Rino-en  unzähliger  Milchstraßen  fließt,  dessen  Gewicht  keinen  Boden 
findet  und  dessen  Stundentafel  mit  den  Bahnen  der  Sonne,  des  Mondes 
und  tausend  anderen  leuchtenden  Kreisen  bemalt  ist.  Es  ist  das  Werk 
des  höchsten  Mechanikers,  das  einzige  Perpetuum  mobile. 

Es  ist  der  prächtigste  Tempel  mit  Säulen  mannigfacher  Ordnungen, 
die  durch  mannigfache  Zierraten  ausgezeichnet  sind,  von  dessen  Wölbung 
tausend  Sonnen  als  Lampen  glänzen,  während  die  Sphären  harmonisch 
zum  Lobe  der  unsichtbaren  Gottheit  singen;  das  Werk  des  höchsten 
Baumeisters. 
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Es  ist  ein  Buch,  von  dem  die  ganze  sichtbare  Welt  nur  die  äußere 
Zusammenfügung  bildet,  und  jene  bewunderungswürdige,  mit  der  Glut 
der  Gestirne  geschriebene  Hieroglyphe  ist  der  Titel  des  Werkes  des 
höchsten  Urhebers. 

Den  Mechanismus  des  Uhrwerks  zu  verstehen,  den  Plan  des  Tempels^ 
seine  Säulen,  Bausteine  und  den  verbindenden  Mörtel  zu  erkennen,  die 
letzten  Buchstaben  zu  entziffern  und,  wenn  der  Schlüssel  der  Geheimschrift 
gefunden  ist,  die  weisen  Sprüche  und  das  Ganze  zu  lesen,  das  ist  unsere 
Sehnsucht;   ein  Werk,   das   durch   die   ganze  Ewigkeit  fortzusetzen   ist. 

Hiernach  forscht  die  Physik  (die  äußere  im  weiteren  Sinne  des 
Wortes)  und  zwar  unter  Anwendung  der  Mathematik.  Aus  Mathematik 
baut  sich  die  Jakobsleiter,  auf  der  wir  in  die  Himmel  steigen,  von  wo 
wir  auf  feurigen  Flügeln  über  alle  Milchstraßen  und  den  brennenden 
Ozean  der  Sonnen  hinaus  in  die  hochheilisje  Nacht  getragen  werden 
und  bis  dahin  durchdringen,  wo  der  höchste  Vater  mit  unendlichen 
Armen  die  ganze  Welt  umfängt  und  die  von  schrecklichen  Stürmen 
durch  die  Ode  geschleuderten,  endlich  zu  ihm  zurückkehrenden  Kinder 
zu  ßich  nimmt. 

H.  Die  Liebe 

1.  Aus  der  äußeren  Welt  treten  wir  in  die  der  äußeren  entsprechende 
innere,  um  ihre  Beschaffenheit  zu  untersuchen.  Die  reine  Psychologie 
oder  die  innere  Physik  forscht  nach  der  Beschaffenheit  der  Seelen.  Da 
ferner  die  Fähigkeit  zu  wollen  zur  Natur  der  Seelen  gehört,  so  lehrt 
die  reine  Sittenlehre  die  dem  Willen  seit  Ewigkeit  vorgeschriebenen 
Gesetze. 

2.  Bei  der  Vereinigung  der  beiden  Welten  forscht  die  empirische 
Psychologie  nach  der  Beschaffenheit  der  Seelen,  wie  sie  in  concreto 
sind;  denn  der  unendliche  Reichtum  des  Ganzen  beruht  auf  der  Einheit 
der  Verschiedenheit  und  der  Verschiedenheit  der  Einheit.  Staunenswert 
ist  ein  jedes  Individuum,  das  in  der  Vereinigung  der  beiden  Systeme 
(der  Geister  und  Körper)  lebt.  Die  äußere  Welt  ist  der  Ausdruck  und 
gleichsam  das  Antlitz  der  inneren;  beide  werden  von  ähnlichen  Gesetzen 
gelenkt,  die  sich  gegenseitig  entsprechen.  So  werden  alle  sich  gegen- 
seitig anziehenden  Seelen  von  Gott  als  dem  Zentrum  der  allgemeinen 
Liebe  angezogen,  und  es  gibt  auch  andere  Kräfte,  nach  dem  Muster  der 
Kräfte  in  der  äußeren  Welt,  die  nicht  zulassen,  daß  die  Planeten  auf 
ihre  Sonnen  herabfallen,  sondern  sie  in  ihren  Bahnen  treiben;  gäbe  es 
keine  andere  Kraft  außer  der  Anziehung,  so  läge  das  Ganze  wie  ein  un- 
geheuerer Leichnam  in  dem  Grabe  ewiger  Ruhe. 

Hierher  gehört  auch,  daß  man  nach  den  Eigenschaften  und  den 
Regeln  dessen  forscht,  was  uns  bei  der  genannten  Vereinigung  (in  dem 
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erwähnten  Sinne)  schön  erscheint;  dies  ist  der  Gegenstand  der  Äs- 
thetik. 

Was  bei  jener  Vereinigung  der  beiden  Welten  geschehen  muß,  damit 
wir  alle,  ohne  in  den  Bahnen  zusammenzustoßen,  möglichst  schnell  zu 
dem  Ziel  der  allgemeinen  Liebe  laufen,  das,  wie  oben  gesagt,  zu  erstreben 
ist,  das  lehrt  die  angewandte  Sittenlehre,  wohin  auch  die  Rechte 
aller  Art  gehören.  Pflicht  (subjektiv)  ist  die  süße  Notwendigkeit,  durch 
die  ein  jeder  von  wo  immer  her  zu  dem  genannten  Ziele  gezogen  wird 
und  auch  dahin  geht,  wenn  nur  der  Weg  erleuchtet  ist  und  die  Fesseln 
irdischer  Leidenschaften  daa  Himmelskind  nicht  festhalten.  Pflicht 
(objektiv)  ist  der  Weg  selbst.  Alle  Pflichten  aller  harmonieren,  wie 
alle  Wahrheiten,  und  insoweit  es  Pflicht  eines  jeden  ist,  den  andern 
in  seinem  Tun  nicht  zu  hindern,  spricht  man  von  dessen  Recht;  wie 
die  Pflicht  wird  auch  das  Recht  nach  der  verschiedenen  Bestimmung 
mit  mannigfaltigen  Namen  bezeichnet.  Ein  nach  der  vorgeschriebenen 
Norm  geführtes  Leben  macht  Gottes  Bild  sichtbar,  das  von  seinem  Ur- 
bilde  zeugt  und  den  blassen  Abend  der  Zeit  mit  der  Morgenröte  der 
Ewigkeit  erleuchtet.  Die  Ausübung  der  Tugend  ist  das  Sonnenlicht, 
durch  das  die  himmlischen  Blumen  des  Glaubens  geöffnet  werden  und 
das  die  von  der  Erde  weg  gerichteten  Gesichter  wie  auserlesene  Edel- 
steine glänzen  läßt. 

Die  aus  der  reinen  Quelle  der  Mathematik  geschöpfte  Wahrheit 
erweckt  den  angeborenen  Sinn  von  Gott,  Sittengesetz  und  Unsterblich- 
keit und  durchdringt  uns  mit  süßer,  unaussprechlicher  Wollust.  Mit 
Hilfe  dieser  Wissenschaft  gelangen  wir  tiefer  in  die  Erkenntnis  der  inneren 
und  äußeren  Natur,  sodaß  die  in  der  Welt  lebende  Wahrheit  an  das 
Tageslicht  dringt  und  die  Tugend  zum  Vorschein  kommt. 

Die  Majestät  des  Antlitzes  der  allgegenwärtigen  Gottheit,  die  nirgends 
sichtbar  ist,  von  der  aber  alles  gesehen  wird,  strahlt  von  den  Himmeln 
und  Erden,  und  indem  wir  von  den  Strahlen  zur  Sonne,  aus  der  sie 
hervordringen,  von  den  in  der  Welt  geprägten  Bildern  zum  Urbild  er- 
hoben werden,  so  steigt  zwischen  der  Erde  wütenden  Stürmen  göttliche 
Ruhe  herab  in  die  sterbliche  Brust  und,  nachdem  sich  die  Fluten  be- 
ruhigt haben,  erheben  sich  aus  der  Tiefe  wieder  tröstende  Sterne;  lange  an 
den  Küsten  dieser  Welt  herumgeworfen  und  ermüdet  schließen  wir  end- 
lich die  Augen  an  dem  unendlichen  Busen  des  Allvaters  und  kommen 
zur  Ruhe. 

Den  Schluß  und  Gipfel  bildet  daher  die  Theologie,  die  der  Welt, 
gleich  wie  einer  in  der  Wüste  umherirrenden  Waisen,  den  Vater  zeigt  und 
den  Weg,  der  zu  ihm  durch  alle  Wechselfälle  der  Reise  führt,  durch 
die  Fackel  der  Heiligen  Schrift  erleuchtet,   dem  Tode  die   schreckliche 
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Maske  herunterreißt  und  ihn  als  den  herabgesandten  Engel  enthüllt,  i 
der,  wenn  die  äußere  Schale  zerbrochen  ist,  den  himmlischen  Kern  j 
emporhebt.  Und  es  geschieht  nichts  erhabeneres  auf  der  Erde,  als  , 
wenn  sich  die  Idee  Gottes  im  inneren  Menschen  entwickelt  und  im  ' 
Endlichen  gleichsam  das  Unendliche  erscheint,  der  erste  Trieb  des  I 
neuen  Engels;  die  Pole  werden  gleichsam  vertauscht,  und  alles  ändert  ' 
sich;  das  Ende  aller  Jahre  wird  der  Anfang  eines  neuen,  und  der  ; 
zur  Erde  strebende  Körper  des  Greises  wird  zur  Kleidung,  die  der  j 
zum  Lichte  emporfliegende  Embryo  fallen  läßt,  die  Bitternis  wird  zur  '. 
Reife,  die  Wunden  werden  die  Türen,  die  sich  zum  Himmel  öffnen,  ; 
die  Schmerzen  des  Dahinscheidenden  die  Geburt  ewiger  Freuden  und  i 
das  schreckliche  Kreuz  das  Licht  der  Welt,  das  ^,  wodurch  das  i — i  ■ 
aufgehoben  wird.  i 

n.  ; 

Vorbemerkungen  j 


Axiome  und  was  daraus  abzuleiten  ist,  damit  es  nicht  von  '\ 
Fall  zu  Fall  wiederholt  zu  werden  braucht,  in  allgemeinen  \ 
Formeln  dargestellt  (die  genauere  Ajischauung  des  Raumes  bleibt  \ 
für  ihre  Stelle  vorbehalten).  j 

Der  Verstand,  der  bei  jedem  Vorfall,  wie  bei  dem  Flusse  fragt,  ■ 
woher  er  kommt,  steigt  von  Ursache  zu  Ursache  empor  und  macht  [ 
schließlich  da  Halt,  wo  er  nicht  weiter  vordringen  kann.  Wenn  er  i 
dort  solche  Wahrheiten  vorfindet,  die  er  ohne  weitere  Begründung  als  I 
richtig  erkennt,  so  fühlt  er  sich  befriedigt  und  beschreibt  die  in  solchen  ■ 
Fällen  gefundenen  Wahrheiten  durch  allgemeine  Formeln,  teils  der  Kürze  , 
wegen,  teils  damit  man  deutlich  durchschaut,  welcher  Art  das  ist,  was  ] 
ohne  Beweis  behauptet  wird  und  die  Grundlage  des  ganzen  Systems 
bildet.  j 

L  Die  Zeit  ist  eine  stetige  Größe.  Es  ist  aber  nur  ein  teilloser  I 
Teil  von  ihr  gegenwärtig,  und  dieser  ist  immer  eine  anderer  und 
anderer.  Durch  jeden  solchen  teillosen  Teil  wird  sie  in  Vergangenheit 
und  Zukunft  von  woher  auch  immer  und  zu  beiden  Seiten  absolut 
gleichmäßig  zerteilt  (wenn  von  der  Richtung  der  Vergangenheit  und 
Zukunft  abgesehen  wird). 

n.  Jede  endliche  Zeit,  die  nicht  gewesen  ist,  wird  kommen,  alle 
niemals.  Sehr  oft  ereignet  es  sich,  daß  etwas  über  jedes  Einzelne 
ausgesagt  werden  kann,  aber  nicht  über  alles. 
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III.  Was  für  einen  teiliosen  Teil  p  der  Zeit  gilt,  das  gilt  ent- 
weder mit  dem  Ja  oder  mit  dem  Nein  von  B,  das  heißt,  es  gilt  ent- 
weder mit  5  oder  mit  Nicht-i?  behaftet. 

IV.  Wenn  durch  A  und  B  das  Ja  und  das  Nein  desselben  C  zur 
Zeit  2>  gesetzt  wird,  und  A  gilt,  so  gilt  B  nicht,  und  wenn  A  nicht  gilt, 
so  gilt  B.  Dies  ist  die  Grundlage  des  apagogischen  Beweises  und  wird 
folffendermaßen  erschlossen. 

1.  Wenn  B  ein  Urteil  der  folgenden  Form  bedeutet:  a  ist  nicht 
mit  a;  behaftet,  und  A  gilt,  dann  gilt  B  nicht,  das  heißt,  es  gilt 
nicht,  daß  a  nicht  mit  x  behaftet  ist;  jedoch  muß  eins  von  beiden 
stattfinden  (III),  nämlich  entweder  a  ist  mit  x  behaftet  oder  a  ist 
nicht  mit  x  behaftet;  nun  gilt  das  zweite  nicht,  also  gilt  das  erste, 
nämlich,  daß  a  mit  x  behaftet  ist.  Hiernach  kann  auch,  sobald  sich 
ergeben  hat,  daß  [das  Urteil,]  Q  ist  nicht  mit  Z  behaftet,  nicht  gilt, 
ohne  Wiederholuug  des  Gesagten  geschlossen  werden,  daß  Q  mit  Z 
behaftet  ist. 

2.  Wenn  B  von  der  Form  ist:  a  ist  mit  x  behaftet,  und  A  gilt, 
dann  bedeutet  B  gilt  nicht,  daß  das  Urteil  a  ist  mit  x  behaftet 
nicht  sfilt,  das  heißt  aber,  es  ist  a  nicht  mit  x  behaftet.  Sobald  es 
also  (als  beständige  oder  durch  eine  Hypothese  begründete  Wahrheit 
oder  Wahrheiten)  feststeht,  daß  durch  das  gleichzeitige  Setzen  von  B 
und  A  das  gleichzeitige  Vorhandensein  und  Nicht -Vorhandensein  von 
C  gesetzt  wird,  so  ist  es  überflüssig  die  dargelegte  Schluß  weise  jedes- 
mal zu  wiederholen. 

V.  AUes  ist  das,  was  es  ist,  und  ist  sich  vollkommen  gleich.  Wenn 
aber  A  und  B  absolut  gleich  sind  und  absolut  gleichen  Operationen 
D  und  E  unterworfen  werden,  so  gehört  zu  jedem  Ergebnis  von  A 
mit  B  unter  den  Ergebnissen  von  B  mit  E  ein  gleiches. 

Hat  die  Operation  nur  ein  Ergebnis,  das  heißt,  ist  sie  so  be- 
schaffen, daß  das  Ergebnis  von  A  nur  a  und  das  Ergebnis  von  B  nur 
&  ist,  dann  ist  a  gleich  h. 

Denn  es  gibt  ein  Ergebnis  von  B,  das  gleich  a  ist;  es  sei  C. 
Dieses  C  ist  entweder  6  oder  nicht  h  (III).  Wäre  C  nicht  h,  so  würde 
dadurch,  daß  es  G  außer  h  gibt,  und  daß  außer  h  kein  Ergebnis  vorhanden 
ist,  das  Vorhandensein  und  Nicht -Vorhan  den  sein  eines  Ergebnisses 
außer  h  gesetzt  werden. 

Ist  die  Operation  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  es  auch  andere 
Ergebnisse  gibt,  so  läßt  sich  nur  aussagen,  daß  es  zu  jedem  Ergebnis 
7on  A  ein  gleiches  unter  den  Ergebnissen  von  B  gibt.  Werden  A 
und  B  der  gleichen  Operation  mit  einem  einzigen  Ergebnis  unterworfen 
und  ergeben  sich  gleiche  a  und  h,  so  sind  auch  A  und  B  gleich,  vor- 
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ausgesetzt,   daß   auch  Ä   und  B  aus   a   und   h   durch   ein   und   dieselbe 
Operation  mit  einem  einzigen  Ergebnis  hervorgehen. 

Ist  Ä  gleich  B,  so  darf  B  für  A  gesetzt  werden,  insofern  als  das 
Ergebnis  irgend  einer  auf  Ä  angewandten  Operation  dasselbe  ist,  wie 
wenn  dieselbe  Operation  auf  B  angewandt  wird.  Ebenso  darf,  wenn 
A  gleich  B  und  B  gleich  C  ist,  C  für  B  gesetzt  werden,  sodaß  hieraus 
hervorgeht:  A  ist  gleich  C.  Denn  es  sei  die  [angewandte]  Operation 
die  des  Vergleichens.  Das  Ergebnis  des  Vergleichens  von  B  mit  A 
ist  die  UnUnterscheidbarkeit,  und  das  Ergebnis  des  Vergleichens  von 
C  mit  A  ist  auch  gleich  der  UnUnterscheidbarkeit.-') 

E. 
Wenn  es  feststeht,  daß  an  .  einem  Punkte  der  stetigen  Zeit  T 
A  vorhanden  ist  und  daß  es  einmal  zur  Zeit  t  hinter  T  nicht  vor- 
handen ist,  so  gibt  es  vom  Anfange  des  ins  Unendliche  wachsenden 
T  aus  einen  letzten  Punkt  p  unter  jenen  Zeitpunkten,  von  denen  die 
Aussage  gilt,  daß  zwischen  ihnen  und  dem  Anfangszustand  von  T  A 
immer  vorhanden  ist;  in  p  ist  aber  entweder  das  letzte  A  oder  das 
erste  Nicht-J.,  und  ist  in  j)  Nicht-J.,  so  wird  nach  |)  eine  Zeit- 
lang entweder  immer  A  oder  immer  Nicht -^  sein,  es  sei  denn,  daß 
hinter  p  jeder  Punkt  p'  so  beschaffen  ist,  daß  zwischen  p  und  p'  so- 
wohl A  als  auch  Nicht-J.  vorkommt.  Dies  ist  die  Grundlage  der 
Grenze  und  liefert  auch  noch  mehreres  andere. 

F. 
Wenn  A,  B,  C  .  .  .  aufeinander  folgen  (sie  mögen  irgendwo  ein 
Ende  nehmen  oder  auch  nicht),  und  davon  jedes  K  so  beschaffen  ist, 
daß  (wenn  das  auf  ^folgende  L  heißt)  L  mit  x  behaftet  ist,  sobald 
K  mit  X  behaftet  ist  und  A  mit  x  behaftet  ist,  so  ist  auch  jedes 
Q  von  A,  B,  C,  ...  mit  x  behaftet.  Denn  es  sei  von  einem  gewissen 
Punkte  an  t  ein  stetiger  Teil  der  Zeit  nach  der  Seite  der  Zukunft,, 
und  es  möge  sich  immer  ein  t  an  das  vorhergehende  anschließen  bis 
ins  Unendliche,  und  man  denke  sich,  daß  A  dem  ersten  t  entspreche, 
und  die  folgenden  der  A,  B,  C  .  .  .  den  folgenden  t.  Geht  man  von 
A  nach  B  fort,  von  da  nach  C  usw.,  bis  zu  jenem  t,  das  dem  Q 
entspricht,  so  wird  jenes  t  kommen  (Axiom  11),  also  gilt  auch  von 
dem  entsprechenden  Q  [daß  es  mit  x  behaftet  ist].  Diese  häufig 
gebrauchte  Schlußweise  heißt  von  n  auf  n  +  1.  Wir  ersparen  uns,. 
auf  das  einzugehen,  was  aus  dem  Gesagten  weiter  folgt. 

1)  [Die  Abschnitte  B,  C,  D  sind  weggelassen  worden,  da  sie  für  das  Folgende: 
nicht  in  Betiacht  kommen.] 
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IIL 

Stücke  aus  dem  allgemeinen  Grundriß  der  Arithmetik 

§  1 

Seiner  Xatur  gemäß  vom  Triebe  nach  Wahrheit  angespornt  be- 
müht sich  der  Geist,  die  Grenzen  der  Erkenntnis  immer  weiter  aus- 
zudehnen, und  in  ununterbrochener  Tätigkeit  sondert  er  teils  Einzelnes 
ab  von  dem,  was  er  in  der  Vorstellung  vorfindet,  teils  setzt  er  dieses 
und,  was  ihm  einmal  gegenwärtig  gewesen,  auf  verschiedene  Art  zu- 
sammen. Er  vergleicht,  was  ihm  auch  immer  vor  die  Augen  getreten 
ist.  Was  er  dessen  für  wert  hält,  bezeichnet  er  mit  eignem  Namen, 
von  seinem  Urrecht  Gebrauch  machend,  alles  nach  seiner  Willkür  mit 
einem  Zeichen  zu  belegen;  dabei  müssen  nur  dieselben  Zeichen  überall 
dasselbe  bedeuten,  außer  wenn  ausdrücklich  etwas  anderes  bemerkt  wird. 

§  2 

Bei  der  Betrachtvmg  irgend  eines  Gegenstandes  (der  A  genannt 
werde)  tritt  uns  vor  allem  etwas  entgegen  (was  a  genannt  werde),  was 
von  Ä  umfaßt  wird  (das  heißt  aus  Ä  ist),  dennoch  aber  von  ihm 
verschieden  (das  heißt  nicht  mit  Ä  identisch)  ist;  a  wird  ein  Teil  von 
Ä  genannt,  und  alles,  was  einen  Teil  besitzt  (wie  es  auch  in  der  Vor- 
stellung zusammengesetzt  sei,  wobei  alles  andere  auszuschließen  ist) 
heißt  ein  Ganzes.  In  diesem  Sinne  ist  auch  eine  gewisse  Beschaffen- 
heit von  A,  zum  Beispiel  die  Weiße  einer  gewissen  Wand,  ein  Teil 
von  ihr  (darunter  ist  die  Weiße  zu  verstehen,  die  gegenwärtig  vor- 
handen ist).  Ist  a  auch  ein  Teil  von  B,  so  heißt  es  dem  A  und  B 
gemein.  Unter  dem  Inbegriff  von  A,  B,  .  .  .  wird  das  verstanden, 
was  jedes  davon  umfaßt  und  außerdem  nichts. 

Bei  der  Betrachtung  der  Teile  tritt  uns  [mitunter]  ein  solches 
X  entgegen,  daß  von  dem  Inbegriff  alles  dessen  aus  dem  Ganzen,  was 
nicht  aus  x  ist,  auch  x  umfaßt  wird;  ein  solcher  Teil  kann  un- 
abtrennbar genannt  werden.*)  Möglicher  Weise  läßt  sich  von  irgend 
etwas,  was  außer  x  aus  dem  Ganzen  ist,  etwas  aussagen,  was  von  x 
nicht  gilt.  Das  Ende  der  achten  Stunde  und  der  Anfang  der  neunten 
ist  ein  Teil  der  Zeit,  die  von  der  siebenten  Stunde  bis  zur  zehnten 
verfließt,   er   ist   aber  unabtrennbar.     Ebenso    die  Achse  eines  Körpers, 


*)  Der  unabtrennbare  Teil  kann  auch  so  erläutert  werden,  daß  er  ein  solcher 
Teil  des  Ganzen  T  ist,  der  von  T  so  weggenommen  werden  kann,  daß  er  zwar 
ohne  den  Rest  Gegenstand  des  Denkens  werden  kann,  aber  sieh  nicht  einmal  in 
Gedanken  derart  abtrennen  läßt,  daß  sich  der  Rest  ohne  ihn  denken  läßt. 
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i 

der   bewegt   wird,   während   zwei  Punkte   ruhen;   aber   ein  Punkt  eines  j 

Ganzen,   das   aus   diesem  Punkte  und  einer  ihn  nicht  enthaltenden  ; 

Kugel  besteht,  ist  kein  solcher  Teil.  '  ' 

Wenn  nun  ein  Teil  2^  keinen  Teil  oder  doch  nur  einen  [von   ihm]  \ 

unabtrennbaren  Teil  mit  dem  Inbegriff  dessen  gemein  hat,  was  zu  dem  i 
Ganzen   außer  })   gehört,   so  heiße  er  Bestandteil.     Zum  Beispiel  ist 
eine  Linie,  die  aus  einer  Fläche  hervorspringt,  ein  solcher  Bestandteil  des 

Ganzen,  wie  der  vorher  genannte  Punkt;  dagegen  ist  der  Inbegriff  der  ge-  1 

nannten   Linie  und  einer  in   der  Fläche   liegenden   Linie   ein  Teil   des  ! 

Ganzen,  das  aus  der  Fläche  und  der  Linie  besteht,  aber  kein  Bestand-  i 

teil  und  auch  nicht  unabtrennbar.  | 

Den  Inbegriff  alles  dessen,  was  (zum  Beispiel)  außer  Ä  vorhanden  \ 

ist,   hat   man   sich   so   vorzustellen,   daß  er  in  concreto  bestehen  kann.  : 

Das  Vorhergehende  soU  nur  durch  weniges  erläutert  werden,  damit  j 

nicht  ein  Mehr  als  Geschwätz  erscheine  und  Ekel  errege.  ; 

Ein   unabtrennbarer  Teil  i   des  Teiles  2^   ist  unabtrennbar  für  das  j 
Ganze  T.    Denn  ist  q  der  Inbegriff  alles  dessen,  was  außer  i  zu  jj  gehört, 
und  Q  der  Inbegriff  alles  dessen,  was  außer  i  zu  T  gehört,  so  wird  offenbar 

q   von  Q  umfaßt  und  daher  das  Yoa  q  umfaßte  i  auch  von   Q  umfaßt,  j 

Ein  Teil  j^   ^^^    unabtrennbaren  Teiles  i   ist  unabtrennbar  für  das  ! 
Ganze  T.     Denn  ist  q  der  Inbegriff  alles  dessen  aus  i,  was  außer  p  ist, 
und    Q    der  Inbegriff    alles    dessen    aus   T,    was    außer    i   ist,    so   wird 

(nach  der  Erklärung)  ?  von   Q  umfaßt,  also  auch  von  (^  und  q).  ■ 

Ein  Bestandteil  p)  des  Bestandteils  P  ist  ein  Bestandteil  des  Ganzen  ■ 

T.    Es  sei  nämlich  j;'  der  Inbegriff  alles  dessen  aus  P,  was  außer  p  ist  1 

und  R   der  Inbegriff  alles  dessen  aus  T,    was  außer  P  ist,   und  Ä  sei  ! 
das,  was  P  und  li  gemein  haben,  und  Q  sei  der  Inbegriff  alles  dessen 
aus  P,   was   außer  Ä   ist,   und  a  das,   was  R  mit  p,   und  a'  das,  was 

R   mit  p'   gemein   hat.     Dann   ist   offenbar    o  und  a'  in  vi  vorhanden,  ] 

und  außerdem  gibt  es  nichts  in  A.     Es  sei  q  der  Inbegriff  alles  aus  j>  ; 

außer  a,  und  q'  der  Inbegriff  alles  aus  p'  außer  a'.     Dann  umfaßt  offen-  : 

bar  (g  und  q')   alles,   was  zu  P  außer  Ä  gehört,   also  auch  Q  selbst.  | 

Nun   ist   aber  P  ein  Bestandteil  von   T  (nach  der  Annahme),   also  ist  jj 

Ä  (nach   der  Erklärung)   unabtrennbar   für   P,   also   wird   von  Q  alles  ] 

umfaßt,  was  zu  Ä  gehört,  mithin  auch  a,  was  nicht  geschehen  könnte,  ; 

wenn  a   nicht    unabtrennbar  für  2^  wäre;    denn  wenn  es  nicht  der  Fall  . 

wäre,  so  müßte  es  ein  gewisses  h  aus  a  geben,  aus  dem  nichts  von  q  um-  : 

faßt  wird;   falls  es  aber  von  q  nicht  umfaßt  wird,  wird  es  auch  nicht  \ 

von  (g  und  q')  umfaßt;  denn  p',  also  auch  q'  haben  mit  q  nur  ein  Un-  ] 

abtrennbares    von  2^   gemein    (^weil  p   ein  Bestandteil  von   P  ist);    also  j 

gäbe  es  etwas  aus  Ä,  was  von  (g  und  q'),  also  auch  von  Q  nicht  um-  ? 
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faßt  würde,  und  P  wäre  (gegen  die  Annahme)  kein  Bestandteil  von  T. 
Wenn  aber  p  mit  dem  Inbegriff  von  allem  aus  T  außer  p  nichts 
gemein  hat,  so  erhellt  [die  Richtigkeit  der  Behauptung]  aus  der  Erklärung. 
Es  sei  P  ein  Bestandteil  von  T,  und  der  Inbegriff  von  allem  aus 
T  außer  P  heiße  p\  dann  ist  auch  p,  wenn  es  in  concreto  besteht, 
ein  Bestandteil  von  T.  Denn  es  sei  A  das  dem  P  und  p  gemeine,  und 
q  der  Inbegriff  von  allem  aus  p  außer  A,  das  heißt  von  allem  aus  T 
außer  P  (denn  auch  A  ist  in  P  vorhanden).  Dann  ist  offenbar  q,  wenn 
es  in  concreto  besteht,  identisch  mit  p,  also  wird  A,  da  es  von  p  um- 
faßt wird,  auch  von  q  umfaßt,  folglich  ist  (nach  der  Erklärung)  p  auch 
ein  Bestandteil  von  T. 

§  3 

Aus  dem  Teile  und  dem  Bestandteile  entsteht  das  mathematische 
Nichts  und  das  Teillose.  Wird  nämlich  jeder  Teil  weggenommen, 
so  entsteht  der  Begriff  des  Nichts,  dessen  Zeichen  0  ist.  Es  ist  ein 
ungeheuerer  Schritt  von  Allem  zu  Nichts;  weil  man  durch  ein  einziges 

O  7  0 

Wort  gewissermaßen  alles  wegnimmt,  was  durch  das  erhabene  Wort: 
Es  werde!  gemacht  worden  ist.  Was  keinen  Bestandteil  besitzt,  heißt 
teillos;  so  beschaffen  ist  zum  Beispiel  der  oben  genannte  Punkt  des 
Raumes  und  der  Punkt  der  Zeit,  unter  dem  keine  Veränderung  statt- 
finden kann,  jedoch  werden  der  Rheinfall,  der  Brand  von  Rom  und 
eine  Heldentat  als  solche  Auorenblicke  auf  der  Leinwand  für  die  Ewig- 
keit  festgehalten. 

§  4 

Tritt  uns  ferner  bei  der  Untersuchung  seiner  Teile  ein  solches  A 

entgegen,   daß  jeder  Bestandteil  A'  von  A  mit  dem  B,   was  außer  A' 

zu    A    gehört,    etwas    gemein    hat,    so    heißt    ein    solches    A    Kon- 

tinuum.     Beispiele  sind  der  Raum,  die  Zeit,  die  Linie,  die  Fläche  usw, 

§  5 
Weiter  forschend  bemerkt  der  Verstand,  daß  zwar  die  mannig- 
fachen Gegenstände,»  die  es  außer  A  gibt,  von  ihm  unterschieden 
werden,  daß  sich  aber  etwas  zu  A  Gehöriges  und  etwas  zu  P  Gehöriges 
finden  läßt,  was,  obwohl  A  und  JB  als  gegenwärtig  angesehen  werden, 
nicht  unterschieden  werden  kann,  und  er  nennt  dann  A  und  P  in  dieser 
Hinsicht  gleich.  Ist  jenes  Etwas  A  selbst  und  P  selbst,  so  heißt 
A  dem  P  identisch  gleich,  was  nur  dann  stattfindet,  wenn  A  das 
h  selbst  ist.  Ist  jenes  Etwas  A  und  P  abgesehen  vom  Orte,  das  heißt, 
lassen  sich  A  und  P,  wenn  sie  gegenwärtig  sind,  abgesehen  von  dem 
Orte   nicht   unterscheiden,   so   heißt   die  Gleichheit   absolut   und   wird 
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durch  Ä  ^^  B  bezeichnet.     In  dieser  Beziehung  ist  keine  linke  Schraube 
einer  rechten  gleich. 

Ist  jenes  Etwas  etwas  anderes,  so  heißt  die  Gleichheit  respektiv; 
hiervon  gibt  es  unzählig  viele  Arten.  Eine  Kugel  aus  Ton  kann  einer 
aus  Gold  in  bezug  auf  den  Ort  gleich  sein. 

§  6 

Aber  aus  der  absoluten  Gleichheit  und  den  Bestandteilen  von  P 
selbst  oder  zugleich  auch  von  ^;  entspringt  eine  noch  andersartige 
respektive  Gleichheit  und  auch  der  Begriff  der  Größe. 

1.  Wenn  sich  nämlich  ein  solches  Ä  darbietet,  daß  zu  A  ein 
solches  q  gehört,  das  entweder  keinen  Bestandteil  besitzt  oder  bei  dem 
alle  Bestandteile  a  und  &  [von  A  und  von  q,  diese  selbst  inbegriffen] 
so  beschaffen  sind,  daß  a  (selbst  oder  ein  Teil  davon)  =^  h  (selbst  oder 
einem  Teile  davon),  alsdann  heißt  A  eine  Größe  in  bezug  auf  q- 
falls  aber  jenes  q  gerade  A  selbst  ist,  heißt  die  Größe  absolut,  sonst 
respektiv.  Beispiele  einer  absoluten  Größe  sind  der  Raum,  die  Zeit,  ein 
Punkt  von  beiden,  die  Gerade,  der  Kreis,  die  Schraubenlinie,  die  Ebene, 
die  Kugel,  der  Zylinder,  auch  eine  aus  Geraden  zusammengesetzte 
Linie,  ebenso  aus  Bogen  desselben  Halbmessers  und  andere  dieser  Art. 
Mannigfaltige  Beispiele  einer  respektiven  Größe  sind:  Ein  Stück  Gold 
und  [ein  Stück]  Eisen,  falls  nur  die  Gewichte  oder  die  Rauminhalte 
oder,  daß  es  metallische  Stücke  sind,  ins  Auge  gefaßt  werden.  Wenn 
eine  nicht  aus  Geraden  zusammengesetzte  Linie  L  mit  einer  andern 
solchen  verglichen  wird,  sodaß  der  Inbegriff  beider  keine  absolute  Größe 
ist,  so  soll  immer  eine  gewisse  durch  L  bestimmte  Gerade  [Strecke] 
gemeint  werden  (siehe  weiter  unten);  ebenso  wird  eine  krumme  Fläche 
auf  die  Ebene  zurückgeführt  (siehe  ebenda).  Später  werden  sogar  auch 
die  absoluten  Größen  auf  gewisse  respektive  zurückgeführt  werden, 
damit  sie  sich  einfacher  behandeln  lassen.  Außerdem  läßt  sich  auch 
die  Annahme  der  Bestandteile  auf  gewisse  Art  bestimmen;  zum  Bei- 
spiel bilden  Mensch  und  Wurm  eine  respektivje  Größe  (wie  Punkt 
und  Punkt),  falls  Bedingung  ist,  nicht  einen  Bestandteil  von  Mensch 
und  Wurm  ins  Auge  zu  fassen,  und  zum  Beispiel  vom  Menschen 
oder  Wurm  nur  das  genommen  wird,  daß  er  sterblich  oder  ein  Erd- 
bewohner ist. 

2.  Besteht  P  aus  den  Bestandteilen  A,  B,  .  .  . 

p   aus  a,  h,  .  .  . 

und  ist 

A  ^^  o,     B  ^^  h,  usw.. 
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sodaß  auf  jedes  Paar  gleicher  [Bestandteile]  wieder  ein  solches  folgt,  bis 
nichts  von  beiden  übrig  bleibt,  so  entsteht  eine  neue  Gleichheit  in  be- 
ZU2  auf  die  Bestandteile. 


Zum  Beispiel 


P 


In  diesem  Sinne  ist  jede  geradlinige  Figur  einem  Quadrat  gleich. 
Wie  steht  es  aber,  wenn  P  und  j9  so  beschaffen,  zum  Beispiel  ein  Kreis 
und  ein  gewisses  Quadrat,  sind,  daß  A.  B,  .  .  .  und  a,  h,  .  .  .  niemals 
endigen,  sondern  von  beiden  weniger  übrig  bleiben  kann,  als  jede  ge- 
gebene Größe?  Dann  steht  fest,  daß  es  ein  solches  Quadrat  gibt,  und 
es  handelt  sich  für  den  Quadrator  des  Kreises  nur  darum,  jenes 
Quadrat  durch  eine  endliche  Anzahl  von  solchen  Operationen  zu  finden, 
deren  jede  in  dem  Zeichnen  einer  Geraden  oder  eines  Kreises  besteht. 
Diese  Gleichheit  hinsichtlich  des  Inhalts  kann  in  dem  ersten  Fall 
endlich,  in  dem  zweiten  unendlich  heißen;  bei  dem  angeführten 
Falle  hat  noch  Niemand  bewiesen,  ob  sie  endlich  ist  oder  nicht.  Sie 
kann  durch  P  =-z  p  bezeichnet  werden. 

Unten  sehe  man,  welche  Gleichheit  durch  =  bezeichnet  wird, 
und  noch  weiter  unten  sehe  man  die  verschiedene  Gleichheit  von  Aus- 
drücken usw. 

§  7 

Größe  mit  Größe  erzeugt  Homogeneität  und  Größer-  und  Kleiner- 
sein; wenn  nämlich  zwei  Größen  A  und  B,  die  nur  einen  unabtrenn- 
baren Teil  von  beiden  gemein  haben,  so  beschaffen  sind,  daß  ihr  Inbegriff 
eine  Größe  ist,  so  heißen  A  und  B  homogen.*)  So  sind  die  Seite 
und  die  Diagonale  eines  Quadrats  homogen,  obwohl  sie  bekanntlich 
nicht  durch  Zahlen  in  bezug  auf  dasselbe  Eins  ausgedrückt  werden 
können. 

Wenn  aber  A  hinsichtlich  des  Inhalts  einem  gewissen  Bestandteil 
1)  von  B  gleich  ist,  so  heißt  A  kleiner  als  B  und  B  größer  als  A, 
in  Zeichen :  A  <!,  B  oder  B  ^^  A.  Dieselbe  Bezeichnung  darf  auch  bleiben, 
wenn  A  und  B  eine  gewisse  Bestimmung  erhalten  (siehe  unten),  sodaß 
also  auch  2  <  —  5  heißt.  Weiter  aber  entspringt  die  Frage,  was  aus 
B  über  h  hinaus   übrig  bleibt?     Wird   dies  C  genannt,   so  sagt  man, 


*)  Oder:   Ist  jede  der  Größen  A  und  B  der  anderen  oder  einem  Bestandteil 
davon  gleich  hinsichtlich  des  Inhalts,  so  heißen  Ä  und  B  homogen. 
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daß  B  die  Größe  A  um  C  übertreffe.  Die  Operation,  he\  der  gefragt 
wird,  was  von  D  außer  d  übrig  bleibt,  wenn  d  zu  I)  gehört,  und  A 
hinsichtlieh  des  Inhalts  gleich  d  ist  (A^z^cT),  wird  Wegnahme  von 
A  aus  D  genannt. 


Weil  sich  Mannigfaltiges  darbietet,  bei  dem  die  Operation  der 
W^egnahme  nicht  so  durchsichtig  ist,  wie  bei  der  Zeit  und  der  Geraden^ 
so  denkt  der  immer  nach  Einfachheit  und  Deutlichkeit  strebende  Ver- 
stand, über  die  Art  nach,  wie  sich  jede  beliebige  Größe  auf  eine  solche 
Form  zurückführen  läßt.  Wenn  sich  nun  die  Größen  A,  B,  .  .  .  auf  solche 
A',  B',  .  .  .  zurückführen  lassen,  daß  A  =  A' ,  B  =^  B.  .  .  und  von  je 
zweien  A'  und  B'  von  ihnen  das  eine  dem  anderen  oder  einem  Teile 
davon  absolut  gleich  ist,  so  sagt  man,  A,  B,  .  .  .  seien  auf  die 
Form  der  Zeit  zurückgeführt  Unter  A  =  B  werde  verstanden, 
daß  A'  =^  B'  ist.  Daß  dies  möglich  ist  und  daß  jedes  nur  auf  ein 
Einziges  zurückgeführt  werden  kann,  siehe  unten. 

Jede  Fläche  wird  auf  ein  Rechteck  zurückgeführt,  dessen  Höhe 
zum  Beispiel  1  Klafter  ist,  jeder  Körper  auf  ein  Parallelepipedon,  bei 
dem  Höhe  und  Länge  ebenfalls  1  Klafter  ist,  und  schließlich  läßt 
sich  alles  so  zurückführen,  daß  die  Größe  von  Allem  durch  die  Zeit 
oder  die  Gerade  ausgedrückt  wird, 

§  9 

Die  Arithmetik  ist  die  Wissenschaft,  welche  die  bereits  auf  die 
Form  der  Zeit  zurückgeführten  Größen  und  die  ebenfalls  auf  diese 
Form  zurückgeführten  Ergebnisse  aller  Operationen  betrachtet.  Sie  ist 
rein,  wenn  ihr  Gegenstand  die  Zeit  ist  oder  die  Gerade,  die  gleichsam 
das  beständig  bleibende  Bild  der  verflossenen  Zeit  ist,  wenn  sie  einmal 
abgeleitet  und  erzeugt  ist.  Die  hier  gefundenen  Wahrheiten  lassen  sich, 
leicht  anderswo  anwenden. 

Allgemein  heißt  die  Arithmetik,  die  von  den  Größen  im  All- 
gemeinen handelt,  ohne  im  Besonderen  von  dieser  oder  jener  zu  sprechen; 
es  ist  ja  doch  die  Natur  des  Verstandes,  von  dem,  was  vor  Augen  steht, 
zu  allgemeinerem  und  abstrakterem  emporzusteigen. 

Der  erste  Gegenstand  der  Arithmetik,  die  Zeit,  legt  es  nahe,  diese 
Zeitlehre  und  die  Geometrie  Raumlehre  zu  benennen;  obgleich  die  eine 
der  anderen  gleichsam  in  ewiger  Ehe  Hilfe  bringt,  und  die  beiden  zu- 
sammengewurzelten  Bäume  mit  den  Wipfeln  in  der  Unermeßlichkeit 
der  Himmel  zusammenfließen. 
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§   10 

Nunmehr  erzeugt  die  Größe  mit  der  Qualität  das  sogenannte 
Entgegengesetzte,  >^  (positiv)  und  i — i  (das  heißt  negativ),  und  + 
und  — . 

Wir  begegnen  nämlich  homogenen  Größen,  die  mit  verschiedenen 
Bestimmungen  gesetzt  siud:  zum  Beispiel  sei  der  Anfang  einer  Geraden 
im  Punkte  jj,  und  an  dieselbe  Gerade  werde  eine  andere  so  gesetzt, 
daß  ihr  Anfang  mit  dem  Ende  der  ersten  identisch  ist.  Die  Frage 
kann  verschieden  sein;  wie  groß  der  ganze  Weg  ist?  oder  eine 
wie  große  Linie  zwischen  j)  und  dem  Ende  der  nachher  an- 
gesetzten ist?  und  ob  sie  von  2^  nach  rechtshin  oder  nach  links- 
hin  fällt?  Ofienbar  kann  das  Ergebnis  je  nachdem  so  verschieden  aus- 
fallen, daß  es  in  bezug  auf  die  erste  Frage  groß,  in  bezug  auf  die 
zweite  gleich  XuU  ist. 

Hieraus  wird  folgender  Begriff  gebildet: 

Wenn  P  und  JY  solche  Bestimmungen  bezeichnen,  daß,  insofern 
A  mit  der  Bestimmung  P  gesetzt  ist  und  B  mit  der  Bestimmung  N, 
alsdann,  unter  einer  gewissen  Bedingung  C,  in  dem  Fall,  daß  Ä  =  B, 
das  Ergebnis  0  ist,  falls  aber  Ä  y  B  und  der  Überschuß  a  ist,  a  mit 
der  Bestimmung  P  bleibt,  und  wenn  J5  >  ^4  und  der  Überschuß  b  ist, 
h  mit  der  Bestimmung  X  bleibt:  dann  wird  die  eine,  zum  Beispiel  Ä, 
positiv,  und  die  andere  B  negativ  genannt,  und  A  und  B  heißen 
entgegengesetzte  Größen.  Das  Positive  kann  mit  dem  Zeichen  i-^, 
das  Negative  mit  dem  Zeichen  ■ — i  belegt  werden,  was  offenbar  nur  die 
genannten  Bestimmungen  P  und  ^"  bedeutet. 

Ist  A  =  B,  so  heißt  jede  der  Größen  ^  A  und  ^-i  B  die  Entgegen- 
gesetzte der  andern,  und  durch  —  k  wird  das  Entgegengesetzte  von 
dem  bezeichnet,  was  durch  l'  bezeichnet  wird,  möge  nun  /.•  ^  oder  i — i 
bedeuten;  das  vorgesetzte  Zeichen  -j-  aber  ändert  den  Wert  nicht;  +  k 
=  /,;  kann  sein  =  > — i  5  =  —  5,  und  dann  ist  —  A-  =  5  =  +  5  =  4^  5,  so 
daß  man  aus  dem  dem  Buchstaben  vorausgehenden  Zeichen  -f  oder  — 
nicht  schließen  kann,  ob  der  Wert  positiv  oder  negativ  ist.  Zum  Bei- 
spiel mögen  im  Gedanken  in  der  Zeit  oder  auf  einer  Geraden  stetige 
Teile  A,  B,  .  .  .  der  Reihe  nach  an  einander  gesetzt  werden  auf  folgende 
Art.  Bei  jedem  möge  die  eine  Grenze  Anfang,  die  andere  Ende  heißen; 
der  Anfang  desjenigen,  der  alleiu  oder  zuerst  gesetzt  wird,  falle  in 
einen  gewissen  Punkt  p,  und  der  Anfang  jedes  anderen  sei  identisch  mit 
dem  Ende  des  unmittelbar  vorher  gesetzten  Teiles:  ferner  bezeichne  q 
einen  gewissen  Punkt,  unterhalb  dessen  alle  [Teile]  enden  würden,  wenn  sie 
so  gesetzt  würden,  daß  jeder  mit  dem  vorher  gesetzten  nichts  anderes 
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als  den  Anfaug  gemein  hätte.  Es  sei  ^;'  das  Ende  desjenigen  [Teiles], 
der  bei  der  vorher  genannten  Art  zuletzt  gesetzt  wird,  und  wennp  von^j' 
verschieden  ist,  so  heiße  p  der  Anfang,  p  aber  der  Endpunkt  von  pp'. 
Jeder  der  Teile  A,  B,  .  .  .  und  ebenso  das,  was  zwischen  p  und  p)'  ist, 
soll  mit  der  Bestimmung  P  gesetzt  heißen,  wenn  sein  Endpunkt  dem 
q  näher  ist  als  sein  Anfang,  und  mit  der  Bestimmung  N,  wenn  der 
Anfangspunkt  näher  ist. 

Wenn  die  Bedingung  C  darin  besteht,  daß  als  Ergebnis  pp'  ge- 
nommen wird,  so  ergibt  sich  ojBfenbar  auf  diese  Art  0,  falls,  insofern 
t^  Ä  und  I — I  B  gesetzt  werden,  A  =  B  ist;  ebenso  bleibt  ^  a,  wenn 
Ä  '^  B  und  a  der  Überschuß  ist,  und  es  bleibt  i — •  h,  wenn  B  "^  Ä  ist 
um  die  Größe  h.  Auch  kann  das,  was  nur  den  Anfang  mit  dem  vorher 
Gesetzten  gemein  hat,  von  derselben  Bestimmung  mit  diesem  heißen, 
sonst  aber  von  verschiedener. 

§  11 

Beliebige  Größen  können  auf  folgende  Art  auf  diese  Festsetzung 
zurückgeführt  werden. 

Wenn  man  sagt,  B  werde  in  Beziehung  auf  Ä  so  gesetzt,  daß  es 
die  Vormerkung  eines  Abzugs  ist,  so  bedeutet  dies  folgende  Operation. 
Ist  Ä  bereits  gesetzt  und  gibt  es  ein  solches  h  aus  B,  daß  in  Ä  etwas 
ihm  Gleiches  vorhanden  ist  und  nichts  derartiges  aus  B  vorhanden  ist, 
was  größer  wäre  als  h,  so  werde  h  aus  Ä  weggenommen.  Man  sagt 
dann,  wenn  b  =  B  ist,  daß  der  Vormerkung  des  Abzugs  genügt  wird, 
wenn  aber  außer  h  noch  ein  h'  in  B  vorhanden  ist,  daß  aus  der  Vor- 
merkung des  Abzugs  h'  übrig  geblieben  sei,  und  wenn  sich  kein  h 
wegnehmen  ließ,  daß  B  geblieben  sei  und  man  ihr  nicht  genügt  habe; 
und  in  allen  den  genannten  Fällen  sagt  man,  daß  der  A'ormerkung 
eines  Abzugs  so  weit  als  möglich  genügt  worden  sei. 

Nunmehr  bedeute  die  Bestimmung  N,  unter  der  B  gesetzt  wird, 
daß  B  als  Vormerkung  des  Abzugs  hinsichtlich  jeder  Größe  gesetzt 
wird,  die  unter  der  gewissen  Bestimmung  P  gesetzt  ist  oder  später 
gesetzt  werden  würde,  und  die  Bedingung  C  bestehe  darin,  daß,  falls 
A  schon  mit  der  Bestimmung  P  gesetzt  ist  und  A  gleich  oder  größer 
als  B  ist,  das  genommen  wird,  was  von  A  übrig  geblieben  ist,  nachdem 
man  der  Vormerkung  des  Abzugs  genügt  hat;  falls  man  ihr  jedoch  nicht 
genügen  konnte,  das  genommen  wird,  was  aus  der  Vormerkung  des 
Abzugs  übrig  geblieben  ist,  nachdem  man  ihr  soweit  als  möglich  ge- 
nügt hat,  und  daß  immer  das,  was  aus  der  Vormerkung  des  Abzugs 
übrig  geblieben  ist,  weiterhin  als  Vormerkung  des  Abzugs  zurück- 
behalten wird  hinsichtlich  der  damit  homogenen  Größen,  die  unter  der 
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Bestimmung  P  gesetzt  werden  könnten.  Oifenbar  darf  auch  hier  die 
Bestimmung  P  mit  dem  Zeichen  »-Jh  und  die  andere  mit  dem  Zeichen 
I — i  bezeichnet  werden.  Denn  ist  A  =  B,  so  ist  das  Ergebnis  0;  ist 
^  >  P,  so  ist  das  Ergebnis  a  mit  der  Bestimmung  P-  ist  aber  P  >  J., 
so    bleibt   h   aus  der  Vormerkung  des  Abzuges  übrig,   und  zwar  h  mit 


der  Bestimmung  ]S\ 

Beispiele: 

^  A 

^A 

^A 

a 

H^P 

^P 

h-hP 

h 

Ebenso  kann  A  gewisse  Menschen  bezeichnen,  die  zu  einem  ge- 
wissen Zweck  gesetzt  sind,  und  P  ebenfalls  gewisse  Menschen,  die  als 
Vormerkung  eines  Abzuges  hinsichtlich  A  gesetzt  sind;  oder  A  eine 
gewisse  Geldsumme  und  P  auch  eine  gewisse,  die  als  Vormerkung  des 
Abzugs  hinsichtlich  A  ausgesetzt  ist  usw. 

§  12 

Die  Operation,  durch  die  untersucht  wird,  was  das  Ergebnis  unter 
der  Bedingung  C  ist,  wenn  unter  den  A,  P,  ...  sowohl  positive  als 
auch  negative  vorhanden  sind,  oder,  anders  ausgedrückt,  was  hervorgeht, 
wenn  A,  P,  ...  zusammen  genommen  werden  (wobei  in  jedem  Falle 
jede  Größe,  die  0  bedeutet,  weggelassen  wird),  heißt  Addition,  und 
das  Ergebnis  wird  die  Summe  der  addierten  A,  P,  ...  genannt. 

Der  Begriff  der  Summe  läßt  sich  noch  verallgemeinem,  indem 
S  und  s  auch  die  Summe  der  reellen  A,  P,  . .  und  der  imaginären  a,  h, . . . 
heißt,  falls  die  Summe  jener  S,  dieser  s  ist  (siehe  unten).  Hinsichtlich 
des  ersten  Falles  ist  offenbar  0,  4^  a  oder  i — i  h  die  Summe  von  ^^  A, 
und  I — I  P;  ebenso  ist  offenbar 

^A  H^P 

die  Summe  von  ^  A,  ^  B. 

§  13 

Hieraus  entsteht  unwillkürlich  die  Frage,  ob  (in  §  10),  in  welcher 
Ordnung  die  Größen  A,  B,  ...  auch  gesetzt  werden,  stets  derselbe  End- 
punkt der  zuletzt  gesetzten  hervorgeht?  Ebenso  für  den  Abzug,  wie 
er  auch  vollzogen  wird,  nämlich  entweder  so,  daß  Teile  von  hier  oder 
von  dort  wecrgenommen  werden  oder  so,  daß  aus  der  Summe  alles 
Positiven  die  Summe  alles  Negativen  weggenommen  wird  (siehe  unten). 

Auch  sucht  man  nach  einer  bequemen  Bezeichnung  für  die  Summe 
der  Addenden.    Der  Inbegriff  von  Zeichen,  mit  denen  Größen  bezeichnet 
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werden,  denen  irgend  eines  der  Zeichen  -{-,  —,  i-^,  i — i  vorgesetzt  ist,  be- 
zeichnet die  Summe  dieser  (mit  dem  vorgesetzten  Zeichen  genommenen j 
Größen;  dieser  Inbegriff  heißt  eine  komplexe  Größe,  und  eine  Größe^ 
die  entweder  nach  dem  letzten  der  Zeichen  +,  — ,  ^^,  i — i  oder  vor 
dem  ersten  gesehrieben  ist  oder  auch  jede  zwischen  benachbarten  Zeichen 
dieser  Art  heißt  mit  dem  vorgesetzten  Zeichen  genommen  ein  Glied 
der  komplexen  Größe.  Wenn  übrigens  eine  andere  Operation  auf 
mehrere  [durch  Vorzeichen  verbundene]  Größen  ausgedehnt  wird,  so 
werden  durch  die  genannten  Zeichen  unter  den  Größen,  die  dadurch 
verbunden  sind,  keine  Glieder  [des  Ganzen]  unterschieden  [sondern  nur 
Glieder  derjenigen  Summe,  die  unter  dem  Operationszeichen  steht]  Zum 
Beispiel  ist  von  a  -{-Yc  —  d  das  d  kein  Glied,  wohl  aber  a  und  ]/c  —  d. 

§  14 
Wenn  irgendwo  die  Summe  S  von  A  und  B  gefunden  wird,  entsteht 
unwillkürlich  die  Frage,  ob  aus  S  und  A  der  Genosse  B  von  A  gefunden 
werden  kann.  Diese  Operation  heißt  Subtraktion  des  A  von  S,  und  B 
heißt  die  Differenz  des  A  von  S.  Offenbar  ist  in  dem  Schema  des 
§  11  und  §  12  S'  zuerst  0,  darauf  ^a,  dann  ^-^h  und  zuletzt  y\^  A  ^B-^ 
ebenso  kann  es  i — ^  A  \ — ^  B  sein,  und  in  §  11  ist  »S  —  (hJh  A)  gleich 
I— li?  und  S—(j—^B)  gleich  ^^  A,  und  in  dem  nächsten  FaUe  S—{+B) 
gleich  ±  A.  Mithin  muß  offenbar  das  Entgegengesetzte  des  Sub- 
trahendus  zu  der  vorausgegebenen  Summe  addiert  werden,  damit  der 
Genosse  des  Subtrahendus,  also  die  Differenz  hervorgeht:  es  entsteht 
aber  das  Entgegengesetzte,  wenn  das  vorgesetzte  Zeichen  geändert  wird, 
nämlich  wenn  aus  +  gemacht  wird  —  oder  aus  —  gemacht  wird  -f; 
also  wird  der  Subtrahendus  mit  verändertem  Zeichen  addiert.  Freilich 
ist  hier  nur  von  eingliediügen  Ausdrücken  die  Rede;  von  einer  Größe^ 
die  aus  mehreren  Gliedern  besteht,  wird  unten  gehandelt. 

§  ^^ 
Ferner  können  uns  auch  solche  Größen,  zum  Beispiel  ]}  und  s  be- 
gegnen, daß  die  Differenz  d  des  ^  von  s  gleich  der  Differenz  des  P 
von  S  ist.  Von  hier  ist  es  [nur]  ein  Schritt  dazu,  wenn  P  selbst 
gleich  s  ist,  und  es  nach  jeder  Größe  eine  andere  gibt,  deren  Differenz 
von  der  vorhergehenden  demselben  d  crleich  ist.  Dies  heißt  arith- 
metische  Reihe;  hier  entsteht  nämlich  der  Begriff  der  Reihe.  Mit 
diesem  Namen  wird  ein  Inbegriff  von  Größen  bezeichnet,  die  nach 
einem  gewissen  Gesetz  auf  einander  folgen;  denn  sobald  sich  ein  Ge- 
setz ergeben  hat,  ist  das  Feld  eröffnet,  unzählig  viele  Gesetze  aus- 
zudenken. Jede  der  Größen,  die  nach  einem  gewissen  Gesetz  auf  ein- 
ander folgen,  heißt  ein  Glied  der  Reihe. 
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§  10 
Jetzt   kommt   man  leicht  darauf,  j>  =  0  zu  setzen,   und  die  Reihe 

0,  Ä,  B,  C, 

aufzustellen,  bei  der  die  Differenz  eines  jeden  Gliedes  von  dem  folgenden  u 
ist,  und  ebenso  eine  andere  Reihe  0,  a,  h,  c,  .  .  .,  bei  der  die  Differenz 
eines  jeden  Gliedes  von  dem  folgenden  v  ist,  so  zu  denken,  daß  0  zu- 
gleich mit  0,  A  mit  a  gesetzt  wird,  und  die  Glieder  (in  jener  und  dieser) 
Reihe,  die  auf  zugleich  gesetzte  Glieder  folgen,  zugleich  gesetzt  werden. 
Jedes  Glied  dieser  Reihen  heißt  in  der  ersten  eine  Zahl  hinsichtlich  m, 
in  der  zweiten  hinsichtlich  v,  und  es  steht  frei,  jedem  Gliede  einen 
eigenen  Namen  zu  geben,  und  zwar  den  gleichzeitigen  Gliedern  denselben, 
nur  muß  in  der  ersten  Reihe  hinsichtlich  u,  in  der  zweiten  hinsichtlich 
V  dazu  gesagt  werden.  Zum  Beispiel  heißt  0  Null  hinsichtlich  u  und 
auch  hinsichtlich  t';  A  aber  1  hinsichtlich  u,  und  a  heißt  1  hinsicht- 
lich r  usw.,  oder  0  heißt  kurz  Ou  und  Ov,  A  aber  Im  und  a  Ir,  usw., 
und  das  F  zum  Beispiel,  daß  die  Zahl  des  Namens  n  hinsichtlich  u 
ist,  heißt  nu,  und  das  mit  ihm  gleichzeitige  Glied  f  heißt  nv\  auf  die 
Frage,  wieviel  mal  u  F  sei,  lautet  die  Antwort  nu,  und  man  sagt,  daß  F 
u  w-mal  enthalte,  und  aus  F  und  n  u  finden,  heißt  F  durch  n  teilen. 
Hiermit  ist  jedoch  noch  keine  Erwähnung  der  Multiplikation  und  Divi- 
sion geschehen,  deren  Bedeutung  allgemeiner  ist. 


Sowohl  u  als  V  heißen  Eins,  was  von  der  Einhe 
ist  (§  23.). 
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t  zu  unterscheiden 


Wenn  die  Eins  Zero  ist,  so  ist  offenbar  jedes  Glied  0;  denn  aus 
jedem  geht  0  hervor,  nämlich  0  -f  0  =  0  (nach  §  12.). 


Hieraus  entspringen  sogleich  die  Fragen: 

1.  Wie  lassen  sich  die  Zahlen  auf  die  einfachste  Weise  benennen? 

2.  Wenn  iVund  Jf  Zahlennamen  sind,  wieviel  n  machen  JVm  und  Mu 
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zusammen  aus?  und  wenn  Nii  <!,  Mu  ist  und  jenes  von  diesem  wegge- 
nommen wird,  wieviele  u  bleiben? 

3.  Wenn  t/ =  Nu,  wieviel  u  macht  MU  aus?  Es  sei  nw;  so  wurde 
aus  N  und  31  der  Name  n  gesucht;  man  kann  auch  aus  n  und  einem 
derselben  N  und  M  das  andere  suchen. 

So  kommen  wir  zur  Zählung  nebst  den  vier  numerischen  Operationen; 
aber  obwohl  diese  Begriffe  notwendig  sind,  ist  der  Begriff  der  vier 
Operationen  weiter.  Der  der  beiden  ersten  ist  schon  bestimmt  worden, 
wobei  sich  ergab,  daß  die  Summe  von  A  und  B  vor  Augen  gestellt 
werden  kann,  obwohl  sie  nicht  durch  eine  Zahl  ausgedrückt  ist;  sogar 
wenn  zum  Beispiel  A  die  Seite  eines  Quadrats  und  B  die  Diagonale 
ist,  also  A  und  B  nicht  Zahlen  hinsichtlich  desselben  [Eins]  sein  können. 

§  18 

Außerdem  entstehen  noch  mannigfache  Fragen: 

1.  Kann   eine   beliebige  Größe  eine  Zahl  beliebigen  Namens  sein? 

2.  Kann  dasselbe  hinsichtlich  derselben  u  eine  Zahl  verschiedenen 
Namens  sein  (daß  heißt,  bald  dieses,  bald  jenes)? 

3.  Gibt  es  hinsichtlich  eines  beliebigen  Bestandteiles  a  von  A  einen 
Namens  solchen  Zahlnamen,  daß  na  "^  A  ist?  usw. 

Gibt  es  keinen  Bestandteil  der  Größe  q  oder  ist  jeder  so  beschaffen, 
daß  es  ein  solches  n  gibt,  so  heißt  q  eine  endliche  Größe,  und  von 
solchen  handelt  die  Arithmetik.  Bezeichnet  u  einen  Zeitpunkt,  so 
kann  2u  nur  eine  Zahl  des  Namens  2  und  1  sein,  nämlich  das  zweite, 
wenn  die  Eins  2u  ist;  ebenso  kann  0,  wenn  für  die  Eins  0  genommen 
wird,  eine  Zahl  beliebigen  Namens  sein;  was  aber  nicht  0  ist,  kann 
keine  Zahl  des  Namens  Null  sein. 

§  19 

Ferner  entsteht  die  neue  Frage,  ob  B  hinsichtlich  A  eine  Zahl  ist,  und 
wenn  ja,  welchen  Namens  sie  ist?  Und  wenn  sich  der  Fall  darbietet,  daß 
B  keine  Zahl  hinsichtlich  A  ist,  so  entspringt  die  Frage,  ob  es  ein  u 
gibt,  hinsichtlich  dessen  sowohl  A  als  auch  B  eine  Zahl  ist,  und  welchen 
Namens  die  Zahl  von  A,  welchen  Namens  die  Zahl  von  B  ist?  Hieraus 
entsteht  folgender  Begriff. 

Maff  B  Zahl  hinsichtlich  A  sein  oder  nicht,  so  heißt  B  durch 
(oder  hinsichtlich)  A  messen,  ermitteln,  welchen  Namens  die  Zahl  von 
A  und  von  B  oder  von  —  B  hinsichtlich  desselben  u  sei;  A  heißt 
dann  das  Maß,  B  aber  das  Gemessene  von  ^4;  ist  zum  Beispiel 

A  =  du,     B  =  2u     oder     B  =  —  2u, 
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SO  wird  auf  die  Frage,  welches  Gemessene  B  von  A  ist,  in  dem  ersten 
Fall  geantwortet,  daß  es  das  2(3)te,  in  dem  zweiten  das  dem  2(3)ten 
Entgegengesetzte  ist.  Ebenso  wird  A,  wenn  für  sein  Maß  u  genommen 
wird,  das  3(l)te  von  u  genannt;  also  bezeichnet  dies  und  3m  dasselbe. 

§  20 
Indessen  können  solche  A  und  B  auftreten,  daß,  obwohl  sie  homogen 
sind,  sich  kein  solches  n  finden  läßt,  daß  hinsichtlich  w  sowohl  A  als 
auch  B  eine  Zahl  ist;  hieraus  wird  man  leicht  dazu  geführt,  zu  über- 
legen, was  stattfindet,  wenn  es  kein  u  gibt,  weil  es  nämlich  nicht  klar 
ist,  daß  es  eines  geben  muß  (es  wird  sich  bald  herausstellen,  daß  es 
wirklich  in  der  Arithmetik  solche  gibt,  zum  Beispiel  bei  l/2).  Solehe 
Größen  heißen  dann  unter  sich  inkommensurabel.  Übrigens  erhellt 
leicht  und  wird  später  bewiesen  werden,  daß,  wenn  u  immer  halbiert 
wird,  von  B  ein  z  übrig  bleibt,  das  kleiner  ist  als  jede  angebbare  Größe,, 
und  daß  sich  der  andere  Teil  hinsichtlich  A  messen  läßt. 

§  21 

Hier  entsteht  zuerst  der  Begrifi"  der  Yeränderlichen  und  der 
Grenze.  Ist  p  der  Gemeinname  aUer  endlichen  Größen,  die  unter 
einer  gewissen  Bedingung  erzeugt  werden  können,  und  kann  i-^  oder  i — \  p 
größer  werden,  als  jede  gegebene  damit  homogene  Größe  oder  kann 
der  Unterschied  des  p  von  K  zwar  niemals  0  werden,  aber  doch  kleiner 
gemacht  werden  als  .jede  gegebene  Größe  z,  so  pflegt  es  im  ersten 
Falle  unendlich  genannt  zu  werden  (bezeichnet  durch  co),  in  dem 
zweiten  aber  heißt  K  die  Grenze  von^,  und  jenes  Streben  zur  Grenze 
kann  in  dem  ersten  Fall  mit  i^  oder  i — i  ^  '-^  +  oo  *),  in  dem  zweiten 
mitp' — K  bezeichnet  werden;  sobald  nämlich  +  oo  hinter  dem  Zei- 
chen ' —  steht,  so  bedeutet  es  den  ersten  Fall,  wenn  etwas  Endliches 
hinter  - —  steht,  so  bedeutet  es  den  zweiten  Fall. 

Größer  und  kleiner  wird  hier  abgesehen  von  i-fn  und  i — i  verstanden. 
Die  Arithmetik  behandelt  zwar  das.  Endliche,  und  auch  die  sogenannte 

*)  In  der  reinen  Arithmetik,  die  keine  andere  Größe  als  0  und  z.  B.  die  (aus  der 
Geometrie  entnommene)  Gerade  behandelt,  wird  unter  oo  nichts  anderes  ver.standen, 
als  die  Grenze  des  Weges  eines  Punktes,  der  aus  einem  Punkte  p  der 
Geraden  in  dieser  immer  weiter  und  über  jeden  gegebenen  Punkt  hin- 
aus bewegt  wird.  Hinsichtlich  der  Zeichen  -f-,  — ,  wenn  sie  dem  Unendlichen 
vorgesetzt  werden,  ist  zwar  die  Bedingung  C  (§  10)  sinnlos,  dagegen  gilt  (7  für  irgend 
welche  endlichen  Wege,  von  denen  der  eine  zum  Beispiel  nach  rechts,  der  andere 
nach  links  beschrieben  wird,  falls  der  Anfang  p  des  Weges  zur  Linken  an  das 
Ende  des  anderen  Weges  gelegt  wird,  und  man  darf  unter  — oo  die  Grenze  des 
aus  p  nach  links  zurückgelegten  Weges  und  unter  -|-  oo  die  Grenze  des  aus  p  nach 
rechts  zurückgelegten  Weges  verstehen. 
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Infinitesimalrechnung  braucht  das  Unendliche  nicht;  da  aber  von  mehreren 
auch  oo  als  Grenze  angenommen  wird,  ist  es  erlaubt,  den  Begriff  der 
Grenze  auch  darauf  auszudehnen.  (In  der  Geometrie  gibt  es  Unendliches; 
zum  Beispiel  der  Inbegriff  aller  Punkte,  die  zusammen  mit  zwei  ge- 
wissen Punkten  in  einer  Geraden  sind,  ist  eine  nach  beiden  Seiten  hin 
unendliche  Gerade  usw.) 

Es  sei  zum  Beispiel,  wenn  t  eine  Größe  bedeutet,  die  kleiner  als  u  ist: 
A  =  nu,  B  =  mii  +  t,  und  es  sei  t  • — ^  0; 
dann  wird  auf  die  Frage,  welches  Gemessene  B  von  A  sei,  geantwortet, 
das  wi(w)te  bis  auf  etwas,  was  nach  Null  strebt;  offenbar  ändern  sich 
aber  hier  n  und  m,  je  nachdem  u  kleiner  augeuommen  wird.  Übrigens 
soUen  dort,  wo  sie  mehrmals  auftreten,  gleicbe  Zeichen  sich  gleichzeitig 
ändernde  gleiche  Größen  bedeuten;  dagegen  können  ungleiche  Zeichen 
(wenn  nicht  etwas  anderes  ausdrücklich  bemerkt  wird)  gleiche  Größen 
bezeichnen. 

§  22 

Nachdem  B  durch  A  gemessen  ist,  verfällt  man  leicht  darauf, 
auch  G  durch  dasselbe  A  zu  messen,  und  dann  heißt  jedes  der  B  und 
C  ein  Bruch  des  anderen.  .  .  . 

§  23 

Wenn  nunmehr  B  und  C  durch  dasselbe  A  gemessen  sind,  so  liegt 
es  nahe,  auch  D  und  darauf  D,  E  .  .  .  und  schließlich  alles  Homogene 
durch  dasselbe  A  zu  messen  und  dieses  Maß  die  gemeinsame  Einheit 
aller  zu  nennen,  sowie  auch  bei  der  Benennung  der  gemessenen  Größen 
nicht  immer  das  Maß  zu  wiederholen.  So  z.  B.  wird  2(5)tel  der  Einheit 
nur  2(5)tel  genannt,  ohne  Nennung  des  Maßes;  ebenso  heißt,  wenn  A 
die  Einheit  ist,  2(l)tel  von  A,  also  2^,  nur  2  und  ebenso  wird  —  lA 
durch  —  1   bezeichnet.  .  .  . 

IV. 
Allgemeiner  Grundriß  der  Geometrie 

Von  der  äußern  Welt  gelangen  wir  durch  Abstraktion  zum  Begriff 
des  reinen  Raumes:  wenn  nämlich  ein  Körper,  der  durch  die  äußere 
Erfahrung  stets  zugleich  mit  seinem  Orte  gegebenen  ist,  in  Gedanken  weg- 
genommen wnrd,  so  bleibt  der  Ort,  den  er  eingenommen  zu  haben  scheint, 
und  die  Begrenzung,  innerhalb  deren  er  war.  Und  fragen  wir  dann, 
was  jenseits  jener  Begrenzung  sei,  so  gelangen  wir,  nach  Hinwegnahme 
der  ganzen  durch  die  Erfahriing  gegebenen  Welt  und  indem  wir  immer 
weiter  forschen,  zu  der  heiligen  Nacht,  die  durch  zahllose  Leuchten  die 
Gegenwart   der  Höchsten  Majestät   ankündigt.     In   ihr   wälzen  sich  un- 
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zählige  Erden,  die  gegeneinander  Bruderarme  ausbreiten,  während 
überall  Seufzer  den  gemeinsamen  Vater  der  frohen  wie  der  betrübten 
Herzen  suchen.  In  ihr  trägt  die  Mutter  Erde  ihre  unter  dem  blumiffen 
Busen  schlafenden  Kinder  zur  Morgenröte  der  Ewigkeit.  In  ilir  weilt 
alle  Materie,  und  es  entstehen  aus  Keimen  Welten,  durch  wunder- 
tätige Lebenskraft  erzeugt,  sie  wachsen  und  leben  und  folgen  dem 
angestammten  Triebe,  wenn  sie  nicht  anders  wohin  verschlagen  werden, 
imd  sie  vergehen  wie  Regenschauer,  die  bei  dem  tosenden  Sturm  in 
den  Ozean  zurücksinken,  um  neue  zu  erzeugen.  Aber  wer  mit  dem 
inueren  Auge  des  Geometers  schaut,  für  den  verschwindet  der  ganze  sicht- 
bare Zwiespalt  der  Welt,  deren  großes  Problem,  sich  in  Eintracht  auf- 
zulösen, die  Gleichung  des  Todes  ist,  [verschwindet]  der  Krieg,  den 
man  alle  gegen  alle  führen  sieht,  samt  allem  Gellen  und  Schreien 
der  Erden,  und  den  aus  den  wütenden  Fluten  der  Ungewitter  Heraus- 
gehobenen empfängt  der  friedliche  Hafen  der  ruhigen  Nacht,  den  das 
gesegnete  Licht  der  Wahrheit  erleuchtet. 

§   1 
[ßaum  und  Zeit] 

Die  unmittelbare  Anschauung  zeigt  folgendes:  der  Raum  ist  eine 
Größe,  ist  ein  Kontinuum,  nach  allen  Seiten  unendlich,  ewig, 
alle  seine  Teile  sind  stets  gegenwärtig,  außerdem  ist  er  einzig  und 
unwandelbar  als  Ganzes  wie  hinsichtlich  jedes  Teiles,  abgesehen  davon, 
daß  darin  seine  Teile,  nämlich  ihre  Orter,  vertauschen  werden  können. 

Auch  die  Zeit  ist  eine  Größe,  ein  Kontinuum,  einzig,  unend- 
lich, jedoch  nur  nach  beiden  Seiten,  aus  jedem  Teile,  der  nur  teil- 
los  da   ist   und  stets  ein   anderer  und  anderer  wird. 

§  2 
[Punkt,  Fläcke,  Linie,  Form,  Schnitt] 

Die  Anschauung  zeigt  femer  folgendes:  Die  Begrenzung  eines  jeden 
Bestandteiles  des  Raumes  ist  ein  solches  Kontinuum,  daß  es  zwei  Stücke 
davon  gibt  derart,  daß  das,  was  den  Beg-renzungen  beider  gemeinsam  ist, 
ein  Kontinuum  ist,  und  zwar  ein  solches,  daß  es  davon  wiederum  zwei 
solche  Bestandteile  gibt,  daß  das  ihren  Begrenzungen  Geraeinsame  teil- 
los ist. 

Hieraus  folgt  aber: 

1.  Ein  solcher  teilloser  Teil  des  Raumes  heißt  ein  Raumpunkt; 
er  ist  von  einem  Zeitpunkt  durchaus  verschieden. 

Daß  es  in  jedem  Teile  des  Raumes  einen  Punkt  gibt  und  daß 
alle  Raumpunkte  gleich  sind,  erhellt  ebenfalls  aus  der  Anschauung. 
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2.  Aus  einem  Bestandteil  des  zuerst  entstandeneu  Kontinuums  und 
darauf  aus  einem  Bestandteil  des  nachher  entstandenen  Kontinuums 
lassen  sich  durch  Verbindung  solcher  Bestandteile  folgende  Begriffe  bilden: 

1.  Wenn  ein  Kontinuum  aus  A,  B,  .  .  .,  F  besteht  und  jedes  davon 
Bestandteil  der  Begrenzung  eines  Raumbestandteils  ist,  so  heißt  es  Fläche. 

IL  Vfenn  aber  ein  Kontinuum  aus  a,  b,  .  .  .,  k  besteht  und  jedes 
davon  Bestandteil  der  Begrenzung  einer  Fläche  ist,  so  heißt  es  Linie. 

IlL  Und  wenn  ein  Kontinuum  aus  a,  ß,  .  .  .,  l  besteht  und  jedes 
davon  entweder  eine  Fläche  oder  eine  Linie  ist,  so  heißt  es  Form  im 
eigentliclien  Sinne. 

IV.  Wenn  nun  P  und  Q  zwei  beliebige  Kontiuua  aus  dem  Räume 
sind  und  sie  etwas  gemein  haben,  so  heißt  I  dann  der  Schnitt  der  ein- 
ander schneidenden  P  und  Q,  wenn  es  der  Inbegriff  alles  dessen,  was 
beiden  gemein  ist,  und  ein  unabtrennbarer  Teil  von  beiden  ist  (vgl.  S.  33). 

3.  Übrigens  kann  Fläche  auch  ein  solcher  stetiger,  unzertrennlicher 
Teil  des  Raumes  heißen,  von  dem  kein  Bestandteil  eine  Linie  ist.  Es 
kann  sogar,  sobald  die  geometrische  Bewegung  erklärt  und  begründet 
ist,  Linie  auch  der  Weg  eines  Punktes  heißen,  und  es  ist  auch  der  Weg 
einer  Linie  eine  Fläche;  jedoch  ist  nicht  jede  Fläche  Weg  einer  Linie. 

§  3 
[Betrachtung  eines  Körpers  an  verschiedenen  Orten.    Erzeugung  eines 
Beweglichen.    Axiom   der  Kongruenz.     Die  geometrische  Bewegung] 

Kehren  wir  aus  dem  Räume  in  die  äußei-e  Welt  zurück,  aus  der 
er  abgeleitet  wurde,  und  erblicken  wir  denselben  Körper  nicht  immer 
an  demselben  Orte,  so  entsteht  die  Frage,  ob  seine  verschiedenen 
Orter  gleich  sind?     Die  Anschauung  zeigt,  daß  sie  gleich  sind. 

I.  Weil  in  jedem  Raumbestandteil  ein  Körper  gedacht  werden  kann,, 
so  läßt  sich  ohne  jede  Betrachtung  von  Kräften  für  jeden  Raum- 
bestandteil ein  solches  Bewegliches  schaffen,  das  mit  ihm  zu- 
sammenfällt, aber  gedanklich  von  ihm  unterschieden  ist  und  im  Räume 
überallhin  gebracht  werden  kann;  von  der  Beschaffenheit  des  äußeren 
Körpers  behält  es  nur  die  Eigenschaft,  daß  es  nicht  zu  derselben  Zeit 
verschiedene  Orter  einnehmen  kann. 

II.  Mit  dem  so  geschaffenen  Beweglichen  kehren  wir  wieder  in  den 
Raum  zurück  und  bilden  das  Axiom  der  Kongruenz.  Wenn  nämlich 
ein  solches  Bewegliche  gesetzt  ist  und  es  zu  verschiedenen  Zeiten  mit  A 
und  B  zusammenfallen  könnte,  so  zeigt  die  Anschauung,  daß  A=^  B  ist. 

Jedoch  kann  ein  und  dasselbe  Bewegliche  nicht  mit  beliebigen 
ihm  geometrisch  gleichen  (siehe  unten)  A  und  B  zusammenfallen; 
zum  Beispiel,  wenn  A  und  B  Schrauben  sind,  die  eine  nach  rechts,  die 
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andere  nach  links  [gewunden],  obwohl  sonst  gleich;  und  es  wird  sich 
zeigen,  daß  es  unzählig  viele  solche  Fälle  gibt.  Indessen  lassen  sich 
nach  S.  59  mit  einer  gewissen  Festsetzung  solche  Ä  und  a  erzeugen, 
daß  dasselbe  Bewegliche  zu  verschiedenen  Zeiten  mit  a  und  B  zu- 
sammenfallen kann. 

Wenn  wir  sagen,  daß  irgend  ein  P  bewegt  wird,  so  müssen  Avir 
uns  immer  ein  solches  stetiges  Bewegliche  denken,  in  das  das  ganze  P 
hineinfällt,  auch  wenn  P  ein  Inbegriif  von  Punkten  ist. 

Wenn  wir  schreiben 

so  ist  damit  gemeint,  daß  ein  Bewegliches,  in  das  A,  B,  C,  .  .  .  fallen, 
so  gelegt  werden  kann,  daß  Ä  mit  «,  B  mit  h,  C  mit  c  .  .  .  gleichzeitig 
zusammenfallen. 

Die  Geometrie  wird  lebendiger,  leichter  und  anschaulicher,  falls 
die  genannte  Bewegung  zugelassen  wird,  und  der  griechische  und 
der  britische  Archimedes  haben  sie  angewandt;  und  wenn  ein 
Dreieck  auf  ein  anderes  gelegt  wird,  wie  bei  Euklid,  so  muß  immer  in 
dem  genannten  Sinne  die  Bewegung  zugelassen  werden;  in  Wahrheit 
kann  nämlich  kein  Teil  des  Raumes  seinen  Ort  verändern,  sondern  nur 
das  Ding,  das  er  zu  einem  gewissen  Zeitpunkt  in  sich  aufnimmt.  In- 
dessen läßt  sich  dasselbe  auch  ohne  Bewegung,  freilich  weitläufiger,  lehren. 

§  4 
[Die  geometrische  Bewegung  betreffende  Grundbegriffe] 

Es  ist  nun  nach  dem  Gesagten  für  das  Weitere  nützlich,  die  Be- 
stimmung der  Begrifi"e  vorzunehmen,  die  sich  auf  die  Bewegung  beziehen. 

1.  Ort  von  A  heißt  im  Räume  der  Inbegriff  alles  dessen,  womit 
etwas  von  A  zu  ein  und  demselben  Zeitpunkt  zusammenfällt. 

2.  Was  zu  jedem  Punkte  der  Zeit  T  da  ist,  heißt  während  der 
Zeit  T  stets  vorhanden. 

3.  Indem  gewissermaßen  die  Formel  entsteht,  daß  M  während 
T  den  Ort  L  hat,  oder  daß  L  während  T  der  Ort  von  M  ist,  wird 
man  darauf  geleitet  zu  fragen,  was  es  bedeutet,  wenn  wir  alle  Verbin- 
düngen  durchlaufend  an  die  Stelle  von  M  setzen:  Etwas  aus  M,  alles 
ausJf,  nicht  alles  aus  iH/,  nichts  aus  3/ oder  etwas,  ausgeschlossen 
M,  und  wenn  an  die  Stelle  von  T  gesetzt  wird:  einige  Zeitpunkte,  alle, 
keine  oder  einige,  ausgeschlossen  T,  und  an  Stelle  von  L:  der- 
selbe, nicht  derselbe.  Auf  diese  Weise  soU  jedes  davon  mit  mannig- 
fachen Bestimmungen  behaftet  und  die  erhaltenen  Fälle  auf  mannig- 
faltige Weise  miteinander  verbunden  werden.  Indessen  kann  der  Kürze 
wegen  nur  das  Nötigste   angeführt  werden,  wobei  bemerkt  werde,  daß 
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auf  den  Sinn  der  Verbindungen  zu  ächten  ist.  Zum  Beispiel  ist  „Alles 
hat  nicht  denselben  Ort''  nicht  gleichbedeutend  mit  „Nicht  alles  hat 
denselben  Ort";  denn  das  erste  bedeutet,  daß  alles  nicht  denselben  Ort, 
das  heißt  nichts  denselben  Ort  hat. 

4.  Hat  während  der  stetigen  Zeit  T  alles  aus  M,  das  heißt,  alles 
was  aus  M  ist,  immer  denselben  Ort  im  Räume,  so  sagt  man,  M 
ruhe  während  T. 

5.  Hat  etwas  von  M  nicht  denselben  Ort  während  einiger  Punkte 
von  T,  so  bewegt  sich  M. 

6.  Geschieht  eine  Bewegung  während  eines  jeden  Bestandteiles 
von  T,  so  ist  sie  eine  Bewegung  während  T. 

7.  Behält  etwas  ohne  Ausnahme  immer  denselben  Ort,  so  hat 
man  entweder  eine  Bewegung  auf  der  Stelle,  zum  Beispiel  einer 
Kugel,  wenn  jenes  etwas  M  selbst  ist,  oder  eine  Zusammensetzung 
von  Ruhe  und  Bewegung,  wenn  nämlich  während  der  Bewegung 
von  M  etwas  ruht:  in  der  Tat  kann  die  Kugel  auf  der  Stelle  bewegt 
werden,  indem  allein  das  Zentrum   oder  auch  ein  Durchmesser  ruht. 

8.  Ruht  ein  Q  von  M,  während  dieses  bewegt  wird,  so  sagt  man, 
M  bewege  sich  um   Q. 

9.  Ferner  können  einige  Punkte  von  T  auch  zwei  auf  gewisse  Art 
bestimmte  Punkte  bedeuten. 

a)  Hat  alles  von  M  während  des  ersten  und  letzten  Punktes  einer 
Zeit  denselben  Ort,  so  findet  vollkommene  Rückkehr  statt. 

b)  Hat  M  während  gewisser  Punkte  a  und  Tj  von  T  nicht  denselben 
Ort,  so  ergibt  sich  folgender  Begriif:  Wenn  der  Ort  nicht  derselbe  ist, 
hat  entweder  der  frühere  mit  dem  späteren  etwas  gemein  oder  nicht; 
ist  nichts  oder  nur  etwas  von  beiden  Unabtrennbares  gemein,  so  heißt  M 
gänzlich  fortbewegt. 

c)  Gibt  es  für  jeden  Punkt  a  von  T  einen  a  selbst  umfassenden 
stetigen  Teil  derart,  daß  entweder  M  oder  doch  irgend  ein  Bestandteil 
von  M  für  keine  zwei  Punkte  dieses  Teiles  denselben  Ort  hat,  so  sagt 
man,  illf  bewege  sich  fortschreitend. 

§  5 
[Die  drei  primitiven  Bewegungsarten] 

Erste  anschauliche  Bewegungsart 

[Freie  Bewegung] 

Hieraus  entstehen  verschiedene  Fragen: 

I.  Kann  ein  Punkt  p  von  wo  auch  immer  durch  Bewegung  zu 
jedem  gegebenen  Punkt  M  des  Raumes  gelangen,  und  zwar  so,  daß  er 
alles,  worin  er  hineinfällt,  mit  sich  trägt?  und  welchen  Weg  beschreibt  p? 
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Die  Anschriuung  zeigt,  daß  p,  indem  er  alles,  worin  er  liegt,  mit 
sich  trägt,  auf  jedem  p  mit  31  verbindenden  Wege  (sogar  auf  unzählig 
vielen  Wegen)  bis  nach  3f  bewegt  werden  kann,  und  daß  jeder  seiner 
Wege  eine  Linie  ist. 

Und  hierin  besteht  die  erste  anschauliche  Bewegungsart. 

Eine  Linie  wird  einfach  genannt,  wenn  es  von  keinem  ihrer 
Punkte  aus  zwei  oder  mehrere  Punktwege  in  ihr  gibt,  und  eine  Fläche 
heißt  einfach,  wenn  es  niemals  vorkommt,  daß  für  drei  ihrer  Bestand- 
teile  der  Schnitt   von   je   zweien   dieselbe  einfache  Linie  ergibt. 

Die  einfache  Linie  heißt  in  sich  zurückkehrend,  wenn  ein  in 
ihr  bewegter  Punkt  an  den  ersten  Ort  derart  zurückkehren  kann,  daß 
er  vorher  in  keinem  schon  eingenommenen  Orte  gewesen  ist. 

Zweite  anscliauliclie  Bewegungsart 

[Drehung  um  einen  festen  Punkt] 

IL  Es  entsteht  die  Frage,  ob  bei  der  Bewegung;  eines  Beweglichen 
etwas  davon  ruhen  kann?  Ob  ein  Punkt  ruhen  kann,  und  lediglich 
einer"?  ob  zwei  oder  mehrere?  Und  wie  beschaffen  dann  der  ganze 
Inbegriff  des  während  der  Bewegung  Ruhenden  ist?  Und  wie  beschaffen 
er  nicht  sein  kann? 

Hinsichtlich  des  ersten  zeigt  die  Anschauung,  daß  jedes  31,  in 
das  p  fällt,  auf  unzähligen  Wegen  um  p  bewegt  werden  kann,  und 
zwar  auch  so,  daß  jeder  in  31  fallende  Punkt  a,  der  von  p  verschieden 
ist,  zurückkehrt. 

Von  hieraus  erzeugt  der  Übergang  zum  Ganzen  die  Oberfläche  der 
Kugel,  nämlich  den  Inbegriff  aller  solchen  Punkte  b,  daß  p  *  a  =  p  *  b. 

Die  Anschauung  zeigt: 

1.  Dieser  Inbegriö"  ist  eine  Fläche,  durch  die  der  Raum  in  zwei  Be- 
standteile zerlegt  wird,  einen  anfallen  Seiten  umschlossenen  mit  dem  inneren 
Punkte  p  und  einen  zweiten  rings  herum  ins  Unendliche  ausgedehnten 
ausgeschlossenen-,  sie  selbst  aber  ist  die  beiden  gemeinsame  Grenze. 

2.  Es  kann  kein  Punkt  aus  dem  einen  Bestandteil  in  den  andern 
kommen,  ohne  durch  die  gemeinsame  Grenze  hindurchzugehen;  dies 
läßt  sich  hernach  auf  zwei  Bestandteile  mit  gemeinsamer  Be- 
grenzung eines  beliebigen  Kontinuums  ausdehnen,  wenn  sich 
ein  Punkt  in  demselben  Kontinuum  bewegen  soll. 

Die  genannte  Kugel  kann  Kugel  des  Punktes  a  mit  dem 
Zentrum  p  heißen,  und  die  Punkte  der  Fläche  können  vom  Zentrum 
gleich  entfernt  heißen,  wenn  der  Abstand  des  Punktes  p  von  a  durch 
a  *  p  ausgedrückt  wird  (in  dem  Sinne  von  S.  51). 
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Daß  der  Inbegriff  aller  vom  Zentrum  gleich  weit  entfernten  Punkte 
eine  Fläche  ist,  kann,  wenn  es  nicht  als  Axiom  angenommen  wird, 
auch  bewiesen  werden:  Wenn  er  nämlich  einen  Bestandteil  des  Raumes 
umfaßte,  so  müßte  dieser  ringsherum  vorhanden  sein,  und  zwar  ohne 
jede  Hervorragung,  da  diese  ringsherum  überall  ebenso  stattfinden  müßte, 
und  es  gäbe  daher  zwei  Flächen,  eine  äußere  und  eine  innere,  die  das 
Zentrum  von  allen  Seiten  mit  gleich  entfernten  Punkten  einschlössen; 
daß  diese  aber  nicht  verschieden  sein  können,  zeigt  wieder  die  An- 
schauung. 

Dritte  anschauliche  Bewegungsart 

[Drehung  um  zwei  feste  Punkte] 
III.  Bei  der  Betrachtung  der  Kugel  zeigt  aber  die  Anschauung 
ferner,  daß,  wenn  die  Punkte  a,  b,  p  in  M  fallen  und  es  einen  Weg 
von  b  gibt,  der  ringsherum  hinsichtlich  a  *  p  gleichförmig  bestimmt 
ist,  alsdann  31  so  um  a  *  p  bewegt  werden  kann,  daß  b  den  genannten 
Weg  beschreibt. 

Es  entsteht  indessen  nunmehr  die  Frage: 

1.  Wie  ein  solcher  Punkt  b  aufgezeigt  werden  kann,  bei  dem  es 
einen  Weg  rings  um  a  *  p  giht? 

2.  Ob  auch  das  eintreten  kanu,  daß  es  für  b  nur  ein  einziges 
solches  b  gibt,  das  a*p*b  =  a*p*6  ist?  und 

3.  Ob  auch  das  eintreten  kann,  daß  es  kein  solches  b  gibt,  daß 
a*p*b==a*p*ö  ist? 

Wird  an  die  SteUe  von  a  *  p  irgend  ein  A  gesetzt,  so  entspringt 
folgender  Begriff.  Gibt  es  kein  solches  von  B  verschiedenes  C,  daß 
A  *  B  ==  Ä  *  C  ist,  und  zwar  so,  daß,  wenn  jeder  Punkt  von  A  au  dem 
ersten  Orte  bleibt,  C  nicht  in  denselben  Ort  mit  B  fäUt,  so  heißt  B 
Einziges  von  A.  Kann  aber  kein  einziger  Punkt  von  B  anderswo 
liegen,  so  heißt  B  durchaus  Einziges  von  A. 

Man  bemerkt  leicht,  daß  A  mit  sich  selbst  zusammenfallen  kann, 
obwohl  nicht  alle  Punkte  am  früheren  Orte  bleiben;  wird  zum  Beispiel 
für  p  als  Zentrum  einer  Kugel  und  a  als  Punkt  der  Fläche  a  *  p  mit 
A  bezeichnet,  so  wird,  auch  wenn  p  in  a  und  a  in  p  fällt,  die  doppelte 
Kugel  Einziges  von  A:  man  kann  auch  diesem  FaUe  einen  besonderen 
Namen  geben. 

Übrigens  entsteht  auch  die  Frage,  ob  a  *  p  ==  p  *  a  ist?  Die  An- 
schauung läßt  erkennen,  daß  es  so  ist. 

Beispiele. 

Sind  a,  b,  c  die  Ecken  eines  Dreiecks,  so  ist  Alles  im  Räume  durch- 
aus Einziges   von   a  +  b  *  c:   die  Fläche,   die   durch  Umdrehung  irgend 
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«iner  Linie  um  zwei  Punkte  entsteht,  ist  Einziges  dieser  Punkte,  aber 
nicht  durchaus  Einziges. 

Ist  aber  ab  =  ac,  so  kann  a  *  b  *  c  auch  so  mit  sich  zusammen- 
fallen, daß  a  auf  sich,  b  auf  c  und  c  auf  b  fällt,  und  wenn  die  eine 
Seite  der  Ebene,  in  der  das  Dreieck  liegt  cc,  die  andere  ß  genannt  wird, 
so  wird  die  Überfläche  des  Dreiecks,  die  der  Seite  a  zugekehrt  war, 
•der  Seite  ß  zugekehrt,  und  der  Seite  a  die,  welche  dem  ß  zugekehrt 
war;  und  wenn  ein  Punkt  p  auf  der  Seite  a  liegt  und  das  Dreieck  um 
die  Senkrechte  aus  a  auf  bc  zugleich  mit  a  gewendet  gedacht  wird, 
so  wird,  wenn  a  auf  ß  fällt,  auch  p  in  /3  liegen,  und  wenn  es  nach 
p'  fällt,  so  ist  a*b*c*p==a*c*b*p'.  Dasselbe  erhellt  auch,  wenn 
p  in  der  Ebene  außerhalb  der  genannten  Senkrechten  liegt,  und  es  gibt 
in  jedem  Falle  nur  einen  einzigen  Punkt  p',  wie  er  beschrieben  wurde, 
auch  wenn  p  nicht  in  die  genannte  Senkrechte  fällt,  und  es  ist  auch 
dann  a*b*c*p==a*c*b*p. 

§  6 
[Gerade,  Ebene,  Kreis,  Kugel] 

Von  hier  geschieht  der  Übergang  zum  Ganzen,  nämlich  zum  In- 
begriff aller  Punkte,  die  Einziges  der  Punkte  a,  b  sind,  nämlich  die 
Gerade;  durch  abermalige  Verallgemeinerung  erzeugt  dies  folgenden 
Begriff. 

Das  Gebilde  im  Räume,  welches  jeden  Raumpunkt  umfaßt,  der  Einziges 
ist  von  zwei  beliebigen  Punkten,  die  ihm  [dem  Gebilde]  angehören, 
heißt,  wenn  es  Linie  ist.  Gerade,  wenn  es  Fläche  ist,  Ebene;  und 
es  wird  erhellen,  daß  es  der  nach  allen  Seiten  unendliche  Raum  ist, 
wenn  es  einen  Raumbestandteil  umfaßt.  Aber  auch  die  Gerade  und 
die  Ebene  werden  durch  diese  Erklärung  in  ihrer  unendlichen  Aus- 
dehnung dargestellt.  Freilich  fragt  es  sich,  ob  es  solche  Gebilde  gibt. 
Später  wird  gezeigt  werden,  daß  es  eine  Gerade  durch  beliebige  zwei 
Punkte,  eine  Ebene  durch  beliebige  drei  Punkte  gibt. 

Da  jene  Erklärung  zugleich  die  Verwandtschaft  der  Ebene  mit 
der  Geraden  ausdrückt,  sollen  mehrere  andere  Erklärungen,  obwohl  sie 
streng  sind,  unterdrückt  werden;  eine  dieser  Art  wollen  wir  jedoch  an- 
führen. 

Eine  Form,  die  Einziges  ist  von  zwei  Punkten,  für  deren  sämtliche 
Punkte  es  denselben  Punkt  p  der  Beschaffenheit  gibt,  daß  für  beliebige 
zwei  Punkte  a  und  b  der  genannten  Form  p  *  d  4=  p  *  b  ist,  heißt,  wenn 
sie  Linie  ist,  Kreis,  wenn  sie  Fläche  ist,  Kugel. 

Wenn  eine  einfache  Linie,  die  Einziges  ist  von  zwei  bestimmten 
Punkten,  zurückkehrt,  so  ist  sie  ein  Kreis,  sonst  eine  Gerade. 
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Eine  Form,  die  Einziges  ist  von  irgend  einem  Punkte,  ist  eine 
Kugel. 

Elegant  ist  die  Erklärung,  die  Johann  Bolyai,  der  Verfasser  des 
Appendix,  gegeben  hat,  indem  er  den  Inbegriff  aller  solchen  Punkte  p, 
daß  für  zwei  bestimmte  Punkte  a  und  b  (die  für  alle  p  dieselben  sind), 
p  if  a  =  Tp*h  ist.  Ebene  nennt,  den  Schnitt  zweier  Ebenen  aber  Gerade. 

§    ' 
[Verbindungen  von  Geraden  und  Ebenen] 
Das  Auftreten   der  Ebene,   in  welche  die  von  jedem  ihrer  Punkte 
nach  jedem   anderen   ihrer  Punkte  gezogene  Gerade  fällt,  eröffnet  ein 
einfacheres  und  leichter  übersehbares  Feld,  das  sich  nach  allen  Seiten 
ins  Unendliche  ausdehnt  und  den  Raum  in  zwei  gleiche  Hälften  teilt; 
die    freilich   (wie    später    gezeigt  werden    wird),    falls   alle  Punkte   der 
teilenden  [Geraden]  au  ihren  Orten  bleiben,   nicht  kongruieren  können.     ^; 
Der  Verstand,  der  aus  dem  nach  allen  Seiten  unendlichen  Raum  hierher      ~; 
herabsteigt,  untersucht  jedoch  vorerst  allgemein  die  Verbindungen  der 
Geraden  und  der  Ebene. 

Jedes  Ä  und  B,  wovon  jedes  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  be- 
zeichnet, schneiden  sich  oder  schneiden  sich  nicht.  Es  fragt  sich,  ob 
sie  sich  schneiden  können  und  sich  nicht  schneiden  können?  und  wenn 
sie  es  können,  wann  es  geschieht?  und  wie  beschaffen  der  Schnitt  ist? 
Es  wird  bewiesen  werden,  daß  es  für  jede  gegebene  Ebene  P  und 
jeden  gegebenen  Punkt  p  sowohl  eine  Gerade  als  auch  eine  Ebene  gibt^ 
die  p  enthalten  und  P  nicht  schneiden,  auch  wenn  die  einzelnen  Ge- 
bilde gleichzeitig  als  unendlich  angesehen  werden;  ebenso  wird  erhellen,^ 
daß  es  für  eine  gegebene  Gerade  Ä  und  jeden  Punkt  p  eine  p  ent- 
haltende Gerade  B  gibt,  die  A  nicht  schneidet,  auch  wenn  beide  als  un- 
endlich aufgefaßt  werden,  und  zwar  sowohl  in  jener  Ebeoe,  in  der  A 
und  p  liegen,  als  auch  außerhalb.  Ferner  wird  erhellen,  daß  es  durch 
denselben  Punkt  unzählige  Ebenen  gibt  und  daß  der  Schnitt  beliebiger 
unendlicher  Ebenen  P  und  Q,  die  einen  Punkt  gemein  haben,  eine 
nach  beiden  Seiten  unendliche  Gerade  ist;  ebenso,  daß  es  durch  jeden 
Punkt  unzählige  Gerade  gibt  und  der  Schnitt  von  zwei  beliebigen  Ge- 
raden, die  überhaupt  etwas  gemein  haben,  ein  einziger  Punkt  ist. 

Es  liegt  auch  nahe  zu  fragen,  ob  es  durch  p  nur  eine  oder 
mehrere  verschiedene  Ebenen  gibt,  die  die  Ebene  P  nicht  schneiden? 
Gäbe  es  nur  eine,  dann  würde  auch  der  Schnitt  jener  einzigen  Ebene 
P'  und  der  Ebene  P  durch  eine  dritte  Ebene  Q  (die  durch  eine  aus 
einem  Punkte  von  P  nach  einem  Punkte  von  P'  gezogenen  Gerade  ge- 
legt ist)   ein  solches  Paar  von  Geraden  erzeugen,  die  in  der  Ebene  Q 
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liegen  und  einander  nicht  schneiden;  dagegen  schneidet  jede  andere 
durch  den  Punkt  p  in  derselben  Ebene  Q  gelegte  Gerade  die  den  P 
und  Q  gemeinsame  Gerade;  denn  falls  sie  diese  nicht  schnitte,  wird  leicht 
bewiesen,  daß  es  auch  eine  durch  jene  Gerade  aus  p  gelegte  Ebene  gäbe, 
die  die  Ebene  P  nicht  schnitte.  Und  dann  würde  das  XI.  Axiom 
Euklids  gelten;  hierüber  jedoch  später  mehr. 

§8 

[Gerade  durch  einen  Punkt] 

Zunächst  entsteht  hier  erst  durch  Verbindung  mehrerer  aus  einem 
Punkte  gehender  Geraden  der  folgende  Begriff. 

I.  [Pyramide;  Ähnlichkeit,  geometrische  Gleichheit] 

Wenn  von  demselben  Punkte  ausgehende  Gerade  in  einer  ge- 
wissen Form  /'  (die  Teil  einer  Ebene  sein  kann  oder  auch  nicht) 
endigen,  so  heißt  der  Inbegriff  aller  Geraden,  die  von  p  nach  Punkten 
der  Form  /'  gehen,  eine  Pyramide  (in  weiterem  Sinne),  die  auf  der 
Basis  /'  steht;  hierher  gehört  auch  das  Dreieck,  wenn  die  Form  /' 
eine  Gerade   ist. 

Hiernach  ist  auch  für  jede  jener  Geraden  ihre  Größe  bestimmt, 
und  wenn  man,  weiter  gehend,  diese  Geraden  als  von  p  ausgehend  an- 
nimmt und  den  Inbegriff  ihrer  Endpunkte  zum  Gegenstand  der  Betrach- 
tung macht,  so  liegt  es  nahe  zu  fragen,  was  geschieht,  wenn  alle  zum 
Beispiel   zwei-    oder   dreimal   usw.   länger   oder   kürzer  sind?  allgemein, 

wenn  jede      -tel  der  früheren  wird?    Und  hieraus  entspringt  folgender 

Begriff.  Wenn  man  festsetzt,  daß  unter  der  Seite  k  von  Ä  jener  Be- 
standteil a  des  aus  den  Bestandteilen  a  und  ß  bestehenden  Kontinuums 
Ä  verstanden  wird,  in  dem  sich  Je  befindet,  könnte  dieses,  falls  von  a 
das  den  «,  ß  gemeine  c  ausgeschlossen  wird,  die  Umgebung  k  von 
c  aus  heißen.  Unter  dem  Innern  eines  Kontinuums  wird  das  ver- 
standen, was  zu  ihm  gehört,  indessen  mit  seiner  Begrenzung  nichts 
gemein  hat. 

1.  Wenn  Q  irgendeinen  Raumteil  und  Q  allgemein  irgendeinen  Pnnkt 
von  Q  bedeutet  und  allen  Q  derselbe  Punkt  p  und  dieselbe  Größe  ß  zu- 
geordnet und  auf  jeder  von  p  durch  irgendein  Q  gehenden  Geraden  eine 
Gerade  pq  =  /3  •  pQ  genommen  wird,  wobei  jeder  Punkt  q  auf  der  Seite 
der  Geraden  pQ  liegt,  auf  der  sich  Q}  befindet,  dann  heißt  der  Inbegriff  P 
ailor  q  dem  Q  ähnlich,  und  der  Inbegriff  beliebiger  q  wird  dem  Inbe- 
griff der  ihnen  entsprechenden  Q  homolog  genannt.  Es  erhellt,  daß 
in  diesem  Sinne  ähnliche  Gebilde  auch  wirklich  existieren. 
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P  und  Q  können  auch  ähnlich  heißen,  wenn  jedem  Punkte  eines 
jeden  der  P  und  Q  ein  gewisser  Punkt  des  anderen  entspricht  und 
zwar  verschiedenen  Punkten  des  einen  verschiedene  des  anderen,  und 
€s  für  alle  dieselbe  Größe  ß  der  Beschaffenheit  gibt,  daß,  wenn  21,  B 
beliebige  Punkte  von  P  sind  und  ihnen  die  Punkte  a,  b  aus  Q  ent- 
sprechen, Ti'B  =  ß  ■  ah  ist.  Daß  es  solche  Gebilde  gibt,  erhellt,  wenn 
das  XL  Axiom  Euklids  gilt,  aus  den  Scheiteldreiecken  bei  p. 

Oder:  Werden  drei  beliebige  Punkte  ^,  B,  C  in  P  angenommen 
und  entsprechen  ihnen  auf  die  genannte  Art  a,  b,  c  aus  Q  und  sind 
die  Winkel  fvon  ihnen  w^eiter  unten)  ZlB(£  =  abc,  32i<L  '--^  bac  und 
3<L2l  =  bca,  so  können,  wenn  das  XI.  Axiom  Euklids  gesetzt  wird, 
P  und    Q   ebenfalls  ähnlich  heißen. 

Elegant  ist  der  Begriff  ähnlicher  Gebilde,  den  Johann  Bolyai, 
der  Verfasser  des  Appendix,  gegeben  hat.  Denkt  man  sich  Gerade  von 
demselben  beliebigen  Punkte  p  nach  jedem  Punkt  von  Q,  so  bezeichnet 
er  den  Inbegriff  aller  äußersten  jener  Geraden,  die  von  p  nach  irgend 
einem  Punkte  von  Q  gehen,  als  die  relative  Form  von  Q  und  nennt 
P  und  Q  ähnlich,  wenn  zu  jeder  relativen  Form  von  P  eine  gewisse 
ihr  gleiche  relative  Form  von  Q  gehört. 

Daß  jede  dieser  Erklärungen  jede  andere  nach  sich  zieht,  läßt  sich 
beweisen,  wenn  das  XI.  Axiom  Euklids  gilt. 

2.  Aus  der  ersten  Erklärung  entsteht  jedoch  leicht  die  Frage,  was 
eintritt,  wenn  alle  q  auf  der  anderen  Seite  (nicht  auf  der  Seite,  wo  das 
entsprechende  Q  isti  angenommen  werden?  Offenbar  entspringen  auch 
auf  diese  Art  in  gewisser  Beziehung  ähnliche  Formen,  wenn  es  beliebt, 
den  Begriff  so  zu  erweitern;  aber  sogar  für  ß  =  1  entspringen  solche 
Scheitelformen,  die  sonst  in  gewisser,  sogleich  zu  nennender  Hinsicht 
gleich  sind,  aber  niemals  kongruieren  und,  wenn  sie  gleichzeitig  vor- 
handen sind,  auch  abgesehen  vom  Orte  unterschieden  werden  können. 
Es  sei  zum  Beispiel  Q  die  rechte  Hand;  auf  der  anderen  Seite  entsteht 
hinter  p  eine  der  linken  Hand  kongruente  Form.  Wird  nämlich  die 
erzeugte  Form  so  umgewendet,  daß  das,  was  oben  war,  nach  unten,  und 
das,  was  unten  war,  nach  oben  gelangt,  so  entsteht  ein  Bild,  das  gleich- 
sam durch  einen  in  p  befindlichen  Spiegel  S  entworfen  wird;  dabei  ge- 
schieht die  beschriebene  Umwendung  durch  zwei  Rechte  um  die  Senk- 
rechte aus  p  zum  Spiegel  S.  Unter  dem  Bilde  von  Q  wird  aber  hier 
der  Inbegriff  aller  Punkte  verstanden,  in  denen  die  aus  aUen  Punkten 
von  Q  auf  die  Ebene  S  gefällten  und  auf  der  anderen  Seite  des  Raumes 
um  die  gleiche  Strecke  verlängerten  Senkrechten  enden.  Bei  der  genannten 
Umwendung  enden,  wie  leicht  erhellt,  die  von  entsprechenden  Punkten  21 
vmd  a  früher  auf  S  gefällten   Senkrechten,   die    gleich  waren,  jetzt   in 
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demselben  Punkte  von  S.  Man  ziehe  nämlich  (Fig.  1.)  in  der  Ebene  des 
Spiegels  aus  p  eine  Senkrechte  auf  der  Ebene  der  Tafel,  und  es  liege  der 
Punkt  D  von  rJlB>£  oberhalb  der  Tafel,  2tB»£  in  der  Ebene  der  Tafel, 
und  man  mache  ap  =  2lp.  bp  =  3p,  cp  =  Xp  und  öp  =  Dp.  Dann 
liecrt  augenscheinlich  ö  unterhalb  der  Tafel,  und  es  sind  wegen  der 
«bleichen  Scheiteldreiecke  die  von  Buchstaben  gleichen  Namens  auf  die 
Ebene  des  Spiegels  gefällten  Lote  gleich,  und  wenn  die  Figur  mit  den 
kleinen  Buchstaben  um  die  Senkrechte  pp  auf  p!  durch  zwei  Rechte 
umgewendet  wird,  fällt  m  nach  ilT  usw.  xmd  i  wird  auch  oberhalb  der 
Tafel  dem  V  gegenüber  liegen. 

Zur  Erläuterung  diene  noch  [der  Fall],  daß  von  zwei  sonst  gleichen 
Schrauben  die  eine  nach  rechts,  die  andere  nach  links  gewunden  ist  und 
jene  zur  Seite  des  Spiegels, 
diese  davor  gehalten  wird; 
das  Bild  der  linken  wird  eine 
rechte  Schraube  sein,  die  mit 
der  seitwärts  gehaltenen  kon- 
gruieren kann.  Ebenso  kann 
das  Bild  der  rechten  Hand 
mit  der  linken  Hand  kon- 
gruieren: aber  die  Innen- 
fläche eines  auf  die  rechte 
Hand  passenden  Handschuhs 
muß  nach  außen  gewendet 
werden,  damit  dieser  auf 
die  linke  paßt. 

3.  Hieraus  entspringt 
auch  folgender  Begriff.  Hat  A  nicht  alle  Punkte  in  derselben  Ebene 
und  ist  es  kein  Inbecrriff  solcher  Teile  a  und  h,  daß  a  und  das  Bild 
von  h.  wenn  sie  gleichzeitig  vorhanden  sind,  nur  durch  den  Ort  unter- 
schieden  werden  können,  dann  werden  ^-1  und  jedes  so  beschaffene  J5, 
daß  B  und  das  Bild  von  A,  wenn  sie  gleichzeitig  vorhanden  sind,  nur 
durch  den  Ort  unterschieden  werden  können,  verkehrt  gleiche  Formen 
genannt.  Diese  sind  es  nämlich,  die  nicht  kongruieren  können,  obwohl 
sie  nach  dem  Axiom  Y  (S.  33)  wegen  der  Senkrechten  aus  denselben 
Punkten  derselben  Ebene,  die  auf  beiden  Seiten  gleich  sind,  Ergeb- 
nisse gleicher  Operationen  sind,  abgesehen  davon,  daß  die  eine  auf 
der  einen,  die  andere  auf  der  andern  Seite  erzeugt  wird. 

4.  Hieraus  nimmt  wieder  ein  neuer  Begriff  seinen  Ursprung;  A 
und  B  können  nämlich  geometrisch  gleich  heißen,  wenn  ein  ge- 
wisses C  mit  jedem  von  ihnen  oder  mit  dessen  Bilde  kongruieren  kann. 


Fig.  1. 
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5.  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daß  man  auch  auf  die  Flächen^ 
mit  denen  Kongruierbares  kongruieren  kann,  zu  achten  hat.  Zum  Bei- 
spiel kann  das  Bild  eines  nicht  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  diesem 
selbst  nur  kongruieren,  wenn  die  einander  gegenüberstehenden  oder  die 
von  einander  abgewandten  Flächen  sich  decken.  Des  leichteren  Ausdrucks 
wegen  mögen  die  einander  zugewandten  Flächen  von  derselben  Farbe,  zum 
Beispiel  weiß,  heißen,  die  abgewandten  schwarz;  damit  sie  kongruieren, 
muß  die  weiße  Fläche  die  weiße  oder  die  schwarze  die  schwarze  bedecken. 
Ist  aber  die  eine  Fläche  eines  Parallelogramms  weiß,  die  andere  schwarz, 
dann  kongruieren  die  von  einer  Diagonale  erzeugten  Dreiecke  im  all- 
gemeinen nur  so,  daß  die  weiße  Fläche  des  einen  Dreiecks  die  schwarze 
des  andern  bedeckt.  Dagegen  kann  das  Bild  eines  Kreises  oder  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  mittels  einer  Bewegung  durch  zwei  Rechte 
um  eine  Halbierungslinie  auch  so  mit  dem  Urbilde  kongruieren,  daß  sich 
die  schwarze  Fläche  der  weißen  zuwendet. 

Das  vorher  Gesagte  wird  aber  auch  noch  durch  Folgendes  erläutert. 
Werden  aus  einem  beliebigen  Punkte  eines  Dreiecks  gleiche  Senkrechte 
auf  der  Ebene  des  Dreiecks  nach  beiden  Seiten  errichtet,  dann  gibt  es 
solche  Teile  einer  Form  F,  wie  es  oben  gesagt  wurde;  denn  die  aus 
dem  Dreieck  und  der  Senkrechten  auf  der  einen  Seite  bestehende  Form 
und  ebenso  die  aus  dem  Dreieck  und  der  Senkrechten  auf  der  anderen 
Seite  bestehende  Form  sind  so  beschauen,  daß  ihr  Inbegriff  F  ist  und  die 
eine  dem  Bilde  der  anderen  absolut  gleich  ist,  und  F  kann  auch  mit 
seinem  Bilde  kongruieren. 

Befindet  sich  jedoch  nur  auf  der  einen  Seite  eine  Senkrechte,  so 
besitzt  diese  Form  nicht  zwei  solche  Teile,  wie  oben  gesagt  wurde,  und 
kann  mit  ihrem  Bilde  nicht  kongruieren,  außer  wenn  die  Senkrechte 
auf  der  Halbierungslinie  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  errichtet 
worden  ist. 

Es  sei  ebenso  2tBCD  (Fig.  2)  eine  Tür;  bei  II  und  X)  seien  die 
Angeln,  (E^®^?  sei  der  vorspringende  Riegel,  der  mit  dem  Vorsprung  (£ 
die  Tür  schließt.  Ihr  Bild  sei  ahcb,  und  die  einander  gegenüberstehenden 
Flächen  seien  weiß;  dann  werden  augenscheinlich  der  vorspringende  Riegel 
und  sein  Bild  sich  gegeneinander  ausbreiten,  und  wenn  die  weißen  Flächen 
und  2tB  mit  ab  kongruieren,  so  fallen  der  Riegel  und  sein  Bild  auf  | 
entgegengesetzte  Seiten;  wenn  aber  bei  ^(£  und  ®£)  (oben  und  unten) 
alles  gleich  wäre,  und  es  also  zwei  Teile  gäbe,  wie  es  oben  gesagt  wurde: 
dann  wird  aus  einer  Umwendung  von  abcb  um  if  durch  zwei  Rechte, 
sodaß  sich  die  schwarze  Seite  des  Bildes  der  weißen  des  Gegenstandes 
zuwendet,  6cba  hervorgehen,  wovon  die  schwarze  Seite  (zugleich  mit 
dem  Riegel,   nach   der  Figurj   mit  der  weißen  Seite  von  2tB(£P  kon- 
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gruiert.  Befindet  sich  aber  wie  oben  in  €  etwas,  was  sich  nicht  in  £^ 
befindet,  so  ist  Kongruenz  nicht  möglich. 

Die  äußere  Form  jedes  Tieres,  das^  keine  Mißgestaltung  aufweist, 
ist  von  der  Natur  so  gebildet  worden,  daß  sie  zwei  solche  Teile  besitzt, 
wie  oben  gesagt  wurde;  also  solche  Teile,  daß  der  eine  das  Bild  des 
andern  sein  kann,  als  ob  sie,  aus  einer  Ebene  nach  beiden  Seiten  auf 
die  oben  genannte  Art  gleichförmig  erzeugt,  in  dem  genannten  Sinne 
geometrisch  gleich  wären. 

Es  ist  jedoch  zu  beiperken,  daß  unter  allen  Flächen  allein  die  Ebene 
die  Eigenschaft  hat,  daß  jede  Seite,  wenn  sie  der  andern  zugewendet 
wird,  diese  bedecken  kann,  und  daß  im  Euklidischen  System  die  Ebene 
allein  mit  der  Kugel  darin  übereinstimmt,  daß  beide  um  einen  beliebigen 


ihi-er  Punkte  in  sich  bewegt  werden  können  und  der  einzige  Unter- 
schied  darin  besteht,  daß  jeder  Punkt  der  Kugel  von  demselben  be- 
stimmten Punkte  gleich  weit  absteht. 

II.  [Kreis,  Kegel,  "Winkel,  Berükrung] 
Nachdem  man  in  dem  vorhergehenden  Abschnitt  mehrere,  ja  un- 
zählige, den  Punkt  p  gemeinsam  habende  Gerade  vor  Augen  gehabt  hat, 
denkt  man  leicht  daran,  die  Gerade  pP  um  p  zu  bewegen  und  die  Form 
ihres  Weges  zu  betrachten;  unter  den  möglichen  Wegen  bietet  sich  auch 
ein  Weg  dar,  bei  dem  die  Gerade  pP  um  p  derart  weiter  bewegt  wird, 
daß  sie  zurückkehrt.  Ein  solcher  Weg  liegt  entweder  ganz  in  derselben 
Ebene  oder  nicht. 

1.  In  dem  ersten  Fall  heißt  der  Weg  jedes  Punktes  außer  p  Kreis, 
und  jeder  stetige  Teil  davon,  den  Umfang  verstanden,  heißt  Bogen; 
die  Gerade  aber,  die  von  p  nach  dem  Punkte  geht,  von  dessen  Weg 
die  Rede  ist,  heißt  Radius;  p  Zentrum;  die  Gerade  von  einem  Punkte 
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des  ümfaugs  nach  einem  andern  Punkte  Sehne  und,  wenn  sie  durch 
das  Zentrum  geht,  Durchmesser;  der  Teil  der  Ebene  zwischen  Bogen 
und  dessen  Sehne  Abschnitt^  der  Teil  aber,  der  zwischen  Bogen  und 
den  durch  die  Endpunkte  des  Bogens  gezogenen  Radien  liegt,  Sektor. 
Wenn  nun  (Fig.  3)  ein  Punkt  von  a  anfangend  auf  dem  Umfang 
immer  weiter  bewegt  wird  bis  zu  irgend  einem  Punkte  f,  und  sein  Weg  v 
positiv  genommen  wird,  falls  der  Weg  oberhalb  des  Durchmessers  ab 
(der  Hauptdurchmesser  heißen  möge)  anfängt,  und  negativ,  falls 
der  Weg  unterhalb  ab  anfängt,  und  die  Teile  des  genannten  Durch- 
messers vom  Mittelpunkt  aus  nach  a  positiv,  nach  b  negativ,  und  die 
Senkrechten  auf  ab  oberhalb  ab  positiv,  unterhalb  ab  negativ  genommen 
werden,  so  wird  der  Abstand  fm  des  Punktes  f  von  ab  (das  heißt,  die 
Senkrechte   aus  f  auf  den   Hauptdurchmesser)    Sinus  des  genannten 

Weges  V  von  a  bis  nach  f  genannt^ 
mag  der  Weg  positiv  oder  negativ  zu- 
rückgelegt worden  sein,  ja  sogar  auch, 
wenn  der  genannte  Punkt  immer  weiter 
bewegt  beliebig  oft  wiederum  nach  o 
gelangt  ist,  falls  er  nur  schließlich  in 
f  Halt  macht.  Der  Abstand  m  des  Zen- 
trums von  dem  Sinus  wird  aber  Cosinus 
von  V  genannt;  dagegen  heißt  der  Ab- 
stand am  des  Anfangs  a  von  demselben 

sin  V 


Fig.  3. 


Sinus   Sinusversus    von    v: aber 

'     cos  V 

wird   für   den   Radius   =1    Tangens   von   v   genannt,    und   ^^^^^  heißt 

Secans.  Komplement  von  v  heißt  ein  solcher  Bogen  u,  daß  a  +  v  = 
dem  Quadranten  g;  wenn  zum  Beispiel  v  =  ^q,  wird  a  =  i — '2q  sein.  Sin  a, 
tang  tt,  sinvers  a,  sec  a  werden  in  Bezug  auf  v  mit  denselben  Namen 
bezeichnet,  denen  nur  die  Silbe  co  vorantritt,  man  sagt  nämlich  Cosinus 
V,  Cotangens  v,  Cosinus  versus  v,  usw.,  gleichsam  als  ob  man  sagen 
wollte  Complementi  Sinus  usw.;  man  erkennt  leicht,  daß  die  frühere 
Definition  des  Cosinus  mit  dieser  übereinstimmt  und  der  Sinus  versus  hätte 
1  —  cos.  genannt  werden  können  und  daß  sich  alle  diese  sogenannten 
trigonometrischen  Punktionen  an  der  geeigneten  Stelle  geometrisch 
darstellen  lassen.  Der  Name  Sinus  ist  daraus  entstanden,  daß  für  die 
Hälfte  der  Sehne  des  doppelten  Bogens  s.  ins.,  das  heißt  semissis 
inscriptae  geschrieben  wurde. 

2.  Liegt  der  früher  genannte  Weg  der  Geraden  nicht  in  derselben 
Ebene,  so  kann  man  sich  leicht  vorstellen,  daß  die  bewegte  Gerade 
wenigstens    immer  auf  derselben   Seite   einer   durch   p   gelegten  Ebene 
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bleibt,  bis  sie  weiter  bewegt  zurückkehrt;  ein  solcher  Weg  möge  eine 
bei  p  zugespitzte  Form  V  heißen,  weil  eine  solche  Form  augen- 
scheinlich bei  p  eine  Besonderheit  aufweist,  die  gewöhnlich  den  Namen 
einer  Spitze  führt. 

3.  Nunmehr  wird  man  leicht  dazu  geführt,  eine  gewisse  einfache 
Linie  zu  betrachten,  von  der  nur  ein  Punkt,  und  zwar  ein  innerer,  in  V 
und  zwar  gerade  in  p  liegt,  während  alle  anderen  Punkte  auf  der  Seite 
des  Raumes  in  Bezug  auf  V  liegen,  die  von  der,  wo  sich  die  Ebene 
befindet,  verschieden  ist,  und  jene  Linie  zunächst  als  auf  irgendeiner 
Fläche  liegend  und  dann  als  auf  einer  Ebene  liegend  zu  betrachten 
und  von  hieraus  folgenden  allgemeineren  Begriff  zu  bilden. 

4.  Wenn  k  ein  innerer  Punkt  einer  solchen  Linie  l  ist,  die  einen 
Bestandteil  der  Form  F  bildet,  oder  eine  solche  Linie,  deren  jeder  innere 
Punkt  p  auch  ein  innerer  Punkt  einer  gewissen  in  einer  Ebene  liegenden 
und  zugleich  irgendeinem  nicht  in  jener  Ebene  liegenden  Bestandteil  der 
Form  F  gemeinsamen  Linie  L  ist,  und  in  dem  ersten  Fall  die  Linie  l, 
falls  der  Punkt  k  nach  p  fällt,  in  dem  zweiten  aber  die  Linie  L,  falls 
der  Punkt  p  nach  p  fällt,  auf  die  innere  Seite  in  Bezug  auf  eine  bei  p 
zugespitzte  Form  fällt:  dann  sagt  man,  daß  F  bei  f  einen  Winkel 
habe;  jene  Foi'm  nämlich,  mit  der  F  von  k  aus  beginnt,  wird  Winkel 
genannt. 

Man  sieht  leicht,  daß  es  Winkel  bei  Linien,  bei  Flächen  und  auch 
bei  einem  aus  Linie  und  Fläche  zusammengesetzten  Kontinuum  geben  kann. 

5.  Es  fragt  sich  aber,  ob  die  von  einem  inneren  Punkte  i  der 
Geraden  B  aus  gezogene  Gerade  Ä  Winkel  bildet?  und  wieviele  Winkel 
die  über  i  hinaus  verlängerte  Gerade  A  bildet?  und  ob  einige  davon 
gleich  sind?  und  welches  diese  sind?  Es  wird  leicht  erhellen,  daß  die 
sogenannten  Scheitelwinkel  immer  gleich  sind;  wenn  aber  die  einzelnen 
vier  Winkel,  die  gebildet  werden,  untereinander  gleich  sind,  oder  die  nicht 
über  i  verlängerte  Gerade  Ä  zwei  gleiche  Winkel  bildet,  so  heißt  jeder 
davon  ein  Rechter.  Ein  von  zwei  Geraden  gebildeter  Winkel,  der 
geradlinig  genannt  wird,  wird  eine  respektive  Größe  (S.  38)  mittels 
der  Teilung  des  Bogens,  der  mit  der  Spitze  des  Winkels  als  Zentrum  und 
beliebigem  Radius  von  einer  der  beiden  Geraden  bis  zu  der  anderen  ge- 
zogen ist,  durch  den  ganzen  Kreisumfang  mit  demselben  Radius.  Wenn 
diese  Verhältnisse  für  zwei  Winkel  gleich  sind,  so  läßt  sich  beweisen, 
daß  auch  die  Winkelformen  anfangs  kongruieren;  ist  aber  gdas  Verhältnis 
für  den  Winkel  a  und  Q  für  den  Winkel  ß  und  q  =  [iQ,  so  wird  der 
Winkel  a  das  ^it- fache  des  Winkels  ß  genannt.  Der  Winkel  zweier 
Ebenen  aber  wird  eine  respektive  Größe,  wenn  jener  Bogen  durch 
seinen  Umfang   geteilt  wird,    der,   wenn   eine   der  beiden  Ebenen   um 
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den  Schnitt  bis  in  die  andere  gedreht  wird,  von  einem  beliebigen  '< 
Punkte  beschrieben  wird;  offenbar  ergibt  sich  immer  dasselbe  Ver-  ,." 
hältnis.  S 

Der  Winkel  einer  Geraden  ab  mit  einer  Ebene  wird  eine  respektive  ^ 
Größe,  wenn  jener  Bogen  durch  seinen  Umfang  geteilt  wird,  der  auf  \ 
der  Kugelfläche  des  Zentrums  a,  in  dem  der  Schnitt  stattfindet,  und  i 
des  Radius  ab  sich  von  b  bis  zur  Ebene  erstreckt  und  der  zugleich  | 
der  kleinste  Bogen  mit  dem  Radius  ah  ist.  Ein  Winkel  wird  mit  A 
bezeichnet. 

6.  Von  hier  gehen  wir  dazu  fort  zu  überlegen,  was  eintritt,  wenn 
eine  Form  bei  keinem  ihrer  Punkte  einen  Winkel  besitzt?  Eine  solche 
Form  möge  fließend  heißen;  sie  wird  ebenfalls  leicht  mit  der  Größe 
verbunden,  und  es  entsteht  der  Begriff  einer  Form,  die  sowohl  fließend  als 
auch  Größe  ist;  eine  solche  Form  kann  gleichförmig  heißen.  Zum 
Beispiel  Gerade,  Kreis,  Schraubenlinie,  Ebene,  Kugelfläche,  Zylinderfläche. 

7.  Ebenso  wird  der  Begriff  der  fließenden  Form  auch  unter  Aus- 
schluß der  Geraden  und  der  Ebene  gebildet,  und  es  entsteht  eine  fließende 
Form,  von  der  kein  Bestandteil  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  ist,  und 
eine  solche  Form  wird  krumm  genannt. 

8.  Weiter  schreiten  wir  zur  Verbindung  einer  krummen  Form  mit 
einer  Geraden  oder  einer  Ebene,  indem  wir  fragen,  ob  ein  Kontinuum 
aus  einer  krummen  Form  und  einer  Geraden  oder  einer  Ebene  eine 
fließende  Form  sein  kann?  und  es  entsteht  der  Begriff  der  Berührenden. 

Man  sagt  nämlich,  daß  eine  einzelne  Gerade  oder  ein  Inbegriff  von 
Geraden  eine  krumme  Form  i^  in  p  berühre,  wenn  jede  dieser 
Geraden  so  beschaffen  ist,  daß  es  auf  ihr  einen  solchen  inneren,  auf 
F  liegenden  Punkt  p  gibt,  daß  ein  in  p  beginnender  Bestandteil  zu- 
sammen mit  einer  auf  F  liegenden  und  in  p  beginnenden  Linie  eine 
fließende  Form  ist.  Der  Inbegriff  aller  solcher  Geraden,  mag  es  nun 
eine  oder  mögen  es  mehrere  sein,  heißt  die  Gesamtberührende. 

Zum  Beispiel  kann  eine  Gerade  eine  Kugel  berühren,  aber  die 
Gesamtberührende  ist  eine  Ebene,  wie  beim  Kreise  eine  Gerade. 

Von  hier  aus  gelangt  man  leicht  zu  dem  Kennzeichen  der  Gesamt- 
berührenden in  verschiedenen  Punkten  derselben  Form  F;  und  wenn  es  m 
ein  solches  k  auf  F  gibt,  daß  der  Inbegriff  der  Gesamtberührenden,  die  zu  j; 
allen  Punkten  von  l'  gehören,  gerade  die  Gesamt  berührende  in  p  ist,  so  [^ 
sagt  man,  daß  dieselbe  Berührende  die  Form  i^  nicht  allein  in  p,  sondern  i 
auch  in  Je  berühre.  Zum  Beispiel  kann  dieselbe  Ebene  einen  Zylinder  i 
in  einer  Geraden  und  in  jedem  Punkte  dieser  Geraden  berühren.  * 

Von  hieraus  läßt  sich  der  Begriff  der  Berührung  ausdehnen,  indem   ||il 
man   auch   sagt,   daß    irgend   welche   fließende    Formen  F  und  f  % 
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einander  in  k  berühren,  wenn  in  jedem  Punkte  von  h  sowohl  F 
als  auch  f  dieselbe  Gesamtberührende  besitzen. 

Hieraus  entstehen  auch  die  oben  [Band  I]  erklärten  Begriffe  [der 
Tangente,  Normale,  Subtangente,  Subnormale  einer  ebenen  Kurve]. 

9.  Weiter  wird  der  Begriff  der  Gesamtberührenden  leicht  mit  dem 
schon  vorher  erklärten  Begriff  des  rechten  Winkels  verbunden,  und  es 
entsteht  der  allgemeine  Begriff  des  Senkrechtatehens. 

Wenn  nämlich  T  die  Gesamtberührende  der  Form  F  im  Punkte  p 
ist  und  eine  in  p  endigende  Gerade  r  mit  jeder  in  T  gelegenen  und 
in  p  endigenden  Geraden  einen  rechten  Winkel  bildet:  so  heißt  r,  auch 
wenn  es  beliebig  verlängert  wird,  sowohl  zu  T  als  zu  F  in  oder 
aus  p  senkrecht,  falls  eine  solche  beiderseits  unendliche  Gerade, 
in  der  das  beschriebene  r  liegt,  die  einzige  auch  für  eine  solche  die 
Form  F  umfassende  Fläche  ist,  deren  Gesamtberührende  in  p  eine 
Ebene  ist.     Die  Senkrechte  A  auf  U  wird  mit  Ä'^  B  bezeichnet. 

Dasselbe  läßt  sich  auch  allgemeiner  auf  k  ausdehnen,  möge  es  ein 
Punkt  oder  eine  Linie  sein;  wenn  es  nämlich  aus  jedem  Punkte  von  Je 
eine  solche  Senkrechte  gibt,  wie  es  erklärt  wurde,  so  heißt  auch  der 
Inbegriff  aller  solcher  Senkrechten  auf  F  aus  allen  Punkten  von  k 
senkrecht  zu  F  in  oder  aus  k. 

III.  [Prisma;  Parallelismusl 

Nachdem  wir  die  Geraden  betrachtet  haben,  die  von  demselben 
Punkte  p  nach  allen  Punkten  irgend  einer  Form  f  gehen,  liegt  es  nahe, 
die  Seite  einer  von  ihnen,  auf  der  p  liegt,  ins  Unendliche  fortzusetzen 
und  den  Punkt  p  immer  weiter  zu  bewegen,  wobei  die  Spitze  der 
Pyramide  ins  Unendliche  rückt,  und  dann  zu  fragen,  ob  der  Winkel 
einer  Geraden  an  der  Spitze  abnimmt?  und  wenn  alle  [Winkel]  abnehmen, 
ob  alle  zu  0  streben?  Es  wird  sich  ergeben,  daß  es  sich  so  verhält 
und  es  für  jede  der  genannten  Geraden  eine  Gerade  gibt,  in  der  eine 
Gerade,  von  der  der  eine  Endpunkt  p  ist,  der  andere  c\  m  f  liegt,  wenn 
sie  um  q  durch  die  genannte  Gerade  weiter  bewegt  wird,  diese  zum 
ersten  Male  verläßt;  ja  daß  alle  den  Punkt  p  gemeinsam  habenden  Geraden 
auf  diese  Art  aUe  dieselbe  Gerade  gleichzeitig  zum  ersten  Male  verlassen 
können  und  alle  zugleich  unendlich  werden. 

1.  Nunmehr  wollen  wir  obendrein  alle  [Geraden]  von  derselben 
endlichen  Länge  machen  und  ihrem  Inbegriff  einen  Namen  geben.  Dieser 
kann  Prisma  im  allgemeinen  Sinne  heißen.  Wird  der  Inbegriff  der  End- 
punkte, in  denen  die  gleichen,  in  /'  ihren  Anfang  habenden  Geraden 
begrenzt  sind,  F  genannt,  so  entspricht  offenbar  jedem  Punkte  der 
Formen  F  und  f  ein  gewisser  Punkt   der  anderen,  nämlich  der  andere 
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Endpunkt  der  Geraden,  und  zwar  entsprechen  verschiedenen  Punkten 
verschiedene  Punkte. 

Ist  zum  Beispiel  die  Form  f  eine  Gerade  r,  so  entsteht  eine  in  einer 
Ebene  gelegene  Figur  (wie  sich  später  ergeben  wird),  die  von  zwei  äußer- 
sten Geraden,  der  Geraden  r  und  dem  Inbegriff  c  der  Punkte  eingeschlos- 
sen wird,  in  denen  die  Geraden  enden,  die  aus  aUen  Punkten  von  r 
gezogen  sind  und  dieselbe  genannte  Gerade  zum  ersten  Male  nicht  schnei- 
den. Es  fragt  sich  aber,  wie  beschaffen  c  ist?  und  ob  die  Winkel,  die  die 
genannten  gleichen  Geraden  mit  r  auf  derselben  Seite  bilden,  gleich  sind? 

Von  hieraus  schreiten  wir  dazu  fort,  zu  überlegen,  was  eintritt, 
wenn  sie  gleich  wären.  Und  es  erheUt,  daß  wenn  die  Gerade  r  bewegt 
wird,  indem  sie  die  äußerste  Gerade  in  derselben  Ebene  mit  sich  trägt, 
bis  der  Anfang  von  r  an  das  Ende  gelangt  ist,  der  Weg  des  End- 
punktes der  äußersten  Geraden  die  Eigenschaft  besitzen  wird,  die  von 
F  ausgesagt  wurde,  nur  daß  nicht  feststeht,  ob  aUe  die  genannten  Ge- 
raden sich  auf  die  frühere  Art  zum  ersten  Male  nicht  schneiden.  Und 
hieraus  entspringt  folgender  Begriff:  Wenn  von  zwei  Formen  F  und  f 
jedem  Punkte  der  einen  ein  bestimmter  Punkt  der  anderen  entspricht  und 
jedem  anderen  ein  anderer  entspricht  und  die  Geraden  zwischen  zwei 
entsprechenden  Punkten  gleich  sind  und  je  zwei  in  derselben  Ebene 
liegen  und  einander  nicht  schneiden,  auch  wenn  sie  unendlich  sind: 
so  heißt  der  Inbegriff  aller  jener  Geraden  ein  allgemeines  Prisma. 

2,  Übrigens  erzeugt  der  Weg  des  Endpunktes  der  soeben  erwähnten 
äußersten  Linie  einen  neuen  Begriff;  für  den  Winkel,  den  sie  mit  r 
bildet,  wird  nämlich  leicht  ein  Rechter  gesetzt,  und  wenn  (Fig.  4) 
öcLab,  und  ac  =  ch  ist,  so  wird  6,  wenn  öcab  nach  rechts  oder  nach 
links  bewegt  wird,  während  die  Gerade  ab  in  sich  und  öc  in  derselben 
j,  Ebene    bleibt,    wegen    der    auf 


beiden  Seiten  und  woher  auch 
immer  gleichen  Erzeugungen 
(S.  33)  eine  gleichförmige  Linie 
beschreiben,  die  auf  beiden  Sei- 
ten und  überall  gleiche  Winkel 
mit   öc    bildet;    (daß    sie    einen 

Winkel   bildet,   wird   später  er- 

^  heUen).  Dieser  Weg  von  6, 
gleichgiltig,  ob  er  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  oder  irgend  ein  stetiger  Teil  davon  genommen  wird, 
heiße  die  Gleichfließende  von  ab  im  Abstände  ci>.  Diese  Linie  ist 
nun  eine  Gerade,  wenn  das  XL  Axiom  Euklids  gilt,  und  dieses  gilt, 
wenn  jene  [Linie]  eine  Gerade  ist;  hierüber  weiter  unten. 


c 

Fig.  4. 
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Fig.  5. 


3.  Von  hier  aus  denkt  man  sich  leicht,  daß  die  Gerade  ab  irgendwo 
begrenzt  ist  und  dort  eine  andere  [Gerade  ]  anfängt,  entweder  in  derselben 
Ebene  oder  in  einer  ande- 
ren, und  diiß,  wo  diese  en- 
det, wieder  eine  andere  an- 
fängt, und  daß  jeder  von 
ihnen  die  Gleichfließende  in 
demselben  Abstand  cb  zu- 
gesellt wird,  was  beliebig 
fortgesetzt  werden  möge. 
Die  genannten  Geraden  sol- 
len durch  große  Buchstaben 
und  die  zugehörigen  Gleichfließenden  durch  die  gleichnamigen  kleinen 
Buchstaben  bezeichnet  werden;  es  sei  nämlich  die  Linie  ^B(LD  .  .  . 
aus  den  Geraden  21B,  B(£,  CLD,  .  .  .  zu- 
sammengesetzt und  ab,  bc  seien  die 
Gleichfließenden  der  Geraden  ZIB,  BC, 
die  einander  in  b  schneiden,  usw. 

Es  entsteht  die  Frage,  ob  B  und  b 
auf  derselben  Seite  der  Ebene  2lBab  in 
Beziehung  auf  die  Gerade  Tia  liegen? 
und  wenn  allgemein  vorausgesetzt  wird, 
daß  für  irgendeinen  großen  Buchstaben 
£)  und  irgendeinen  kleinen  t^,  £)3  ^^^ 
Iji  auf  derselben  Seite  der  Ebene  £}3^^ 
in  Beziehung  auf  die  Gerade  V}  1}  liegen, 
so  heißen  die  aus  Geraden  zusammen- 
gesetzte Linie  21BCD  ...  und  die  Linie  abcb 
liegende  Linien. 


eigentlich  gleich- 


Fig.  5  b.  Fig.  5  o. 

4.  Hieraus  entspringt  wiederum  ein  allgemeinerer  Begriff:  irgend 
zwei  einfache  Linien  L  und  l  heißen  nämlich  im  allgemeinen  Sinne 
gleichliegend,    wenn    es    für   jede    noch    so   kleine    Gerade  Je  solche 

5* 
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eigentlich  gleichliegenden  Linien  X'  und  V  gibt,  daß  jeder  Punkt  von 
L  und  U  entweder  in  die  andere  fällt  oder  daß  es  von  ihm  zu  einem 

Punkte  der  aoderen  eine  Gerade  <Ä; 
gibt;  ebenso  daß  jeder  Punkt  der 
Linien  l  und  l'  entweder  in  die  an- 
dere fällt  oder  daß  es  von  ihm  zu 
einem  Punkte  der  anderen  Linie  eine 
Gerade  <  Ä:  gibt. 

5.  Und  hieraus  entspringt 
schließlich  der  allgemeine  Begriff  des 
Parallelismus  der  Formen  i^  und 
/',  wenn,  nachdem  aus  jedem  Punk- 
te der  Formen  F  und  f,  zum  Bei- 
spiel aus  jedem  Punkte  P  von  F, 
in  F  irgend  welche  und  beliebig  viele 
einfache  Linien  gezogen  worden  sind, 
die  nur  den  Punkt  P  gemein  haben,  sich  aus  einem  gewissen  Punkte  p 
von  f  ihnen  gleichliegende  finden  lassen,  die  in  derselben  Ordnung  auf- 
einander folgen  und  nichts  außer  p  gemein 
haben. 

Oder  kürzer:  wenn  es  zu  jeder  ein- 
fachen Linie,  die  in  F  oder  f  liegt,  eine 
gleichliegende  in  der  anderen  gibt,  so  hei- 
ßen  F   und  /■  parallel. 

Im   weitesten   Sinne  heißt   auch  jeder 


Fig.  Gb. 

stetige  Teil  von  f  dem  F  parallel,   wenn  /'  und  F  parallel  waren. 
Der  Parallelismus  von  F  und  f  wird  mit  F  ||  f  bezeichnet. 

Ob  jedoch  die  Gerade,  die  eine  andera  zum  ersten  Male  nicht 
schneidet  (S.  66)  dieser  parallel  ist  oder  ob  es  zu  einer  Geraden  eine 
parallele  Gerade  gibt,  das  ist  abhängig  von  der  Entscheidung  über  das 
elfte  Euklidische  Axiom;  hierüber  weiter  unten. 


IV.  Allgemeiner  Grundriß  der  Geometrie  69 

Es  ist  aber  zu  bemerken,  daß  man  auch  einen  anderen  Parallelisraus 
unterscheiden  kann;  wenn  nämlich  bei  der  Erklärung  der  gleichliegenden 
[Linien]  für  jeden  großen  Buchstaben  V}  und  kleinen  [Buchstaben]  i)  die 
Gerade  f^3  ^^^  deren  Gleichfließende  auf  verschiedenen  Seiten  der  ge- 
nannten Ebene  liegen.  In  diesem  Falle  können  die  Linien  21B(£D  ... 
und  abcö...  verkehrt  gleichliegend  und  daher  verkehrt  parallel 
heißen,  wenn  die  früheren  eigentlich  genannt  werden,  und  dann  läßt 
sich  der  Begriff  der  Gleichliegenden  und  Parallelen  allgemeiner  aus- 
dehnen, wenn  Formen  gleichliegend  genannt  werden,  falls  jede  £)3  ^"^ 
I^i  entweder  zugleich  auf  derselben  Seite  der  genannten  Ebene  oder 
jede  zugleich  auf  verschiedenen  Seiten  liegen. 

Die  Figur  5  gibt  ein  einfaches  Beispiel,  aus  dem  der  Begriff  des 
Parallelismus  für  die  in  einer  Ebene  gelegene  Linie  2t3d)  .  .  .  hervor- 
geht, ebenso  Fig.  6  für  den  verkehrten  Parallelismus;  offenbar  gibt  es 
auch  solche  parallele  Formen,  die  einander  schneiden. 

§  y 

[Ebene  Figuren;  geometrische  Konstruktionen] 
Da  jene  Untersuchungen,  die  den  Verstand  von  dem  Herabsteigen 
in  die  Ebene  abhielten,  selbst  darauf  hinweisen,  daß  zu  ihrem  tieferen 
Verständnis  noch  weitere  Hilfsmittel  erforderlich  sind,  und  der  Ver- 
stand diese  bei  einfacheren  Betrachtungen  zu  finden  sucht,  so  steigen 
wir  nunmehr  zur  Ebene  hinab. 

1.  Hier  erkennen  wir,  daß  es  in  dem  unendlichen  Felde  unzählige 
Wege  eines  Punktes  gibt,  und  wir  finden  außer  der  Geraden  auch  andere 
einfache,  und  zwar  in  sich  zurückkehrende  Linien.  Wenn  eine  solche 
auf  irgend  einer  einfachen  Fläche  liegt,  heißt  sie  Figur.  Auch  in  der 
Ebene  kann  sie  krumm  von  verschiedener  Art  sein  (hierher  gehört  auch 
der  Kreis,  wenn  bei  der  zweiten  anschaulichen  Erzeugung  der  Bewegung 
der  Weg  auf  die  Ebene  beschränkt  wird)  oder  ganz  aus  Geraden  zu- 
sammengesetzt oder  gemischt.  Ist  sie  aus  drei  Geraden  zusammengesetzt, 
so  heißt  sie  Dreieck;  wenn  sie  aus  vier  Geraden  in  einer  Ebene  be- 
steht, Viereck.  Ebenso  wird  sie,  wenn  sie  aus  n  Geraden  zusammen- 
gesetzt ist,  w-seitige  geradlinige  ebene  Figur  genannt;  wenn  aber 
die  Seiten  gleich  sind,  gleichseitig,  wenn  die  Winkel  gleich,  gleich- 
winklig; wenn  sowohl  die  Seiten  als  auch  die  Winkel  gleich  sind, 
heißt  sie  regelmäßig,  und  eine  solche  Figur  von  vier  Seiten  heißt 
Quadrat,  wenn  es  aber  mehr  Seiten  waren,  regelmäßiges  Vieleck 
von  so  viel  Seiten,  als  sie  Seiten  hat. 

2.  Wenn  es  aber  auch  feststände,  daß  es  zwischen  zwei  beliebigen 
Punkten  eine  Gerade  gibt,  die  ganz   in   dieselbe   Ebene  fällt,   und   daß 
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es  aus  jedem  Punkte  der  Ebene  mit  jedem  Radius  einen  Kreis  gibt, 
der  ganz  in  dieselbe  Ebene  fällt  (was  jedoch  gerade  erst  später  zu  be- 
weisen sein  wird),  so  entsteht  obendrein  die  Frage,  ob  es  die  im  Vorher- 
gehenden genannten  Figuren  gibt?  und  ob  sich  durch  eine  gewisse  An- 
zahl von  Geraden  und  Kreisen  ihre  Existenz  beweisen  läßt? 

Wenn  etwas  durch  eine  gewisse  Anzahl  von  Geraden  und  Kreisen  be- 
stimmtwird, so  sagt  man,  es  könne  geometrisch  konstruiert  werden. 

Der  Ausdruck  etwas  durch  geometrische  Konstruktion  aus- 
führen, der  bei  einer  sogenannten  Aufgabe  gebraucht  wird,  bedeutet, 
daß  man  diese  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Operationen  ausführen 
soll,  deren  jede  in  dem  Ziehen  einer  Geraden  oder  in  dem  Beschreiben 
eines  Kreises  besteht.  Wenn  überhaupt  vom  Ziehen  einer  Geraden  und 
Beschreiben  eines  Kreises  gesprochen  wird,  so  schmeckt  das  nach  Be- 
wegung, auch  bei  Euklid  selbst,  der  freilich  so  manches  Muster  einer 
geometrischen  Konstruktion  vorgelegt  hat,  ohne  diese  jedoch  irgendwo  zu 
definieren  (ebenso  wie  jemand,  der  eine  lebende  Sprache  beherrscht, 
die  Regeln  der  Grammatik  verschweigt),  um  so  mehr  hat  ein  Erklärer 
Euklids  die  Pflicht,  sogleich  bei  der  zweiten  Proposition  (wo,  wenn  ein 
Punkt  p  und  eine  Gerade  r  der  Lage  nach  gegeben  sind,  in  derselben 
Ebene  eine  dem  r  gleiche  Gerade  aus  p  zu  bestimmen  ist,  den  Begriff 
der  geometrischen  Konstruktion  zu  erklären,  damit  der  Geist  Euklids 
erfaßt  wird.  Um  dies  durchzuführen,  sind  nämlich  7  Operationen  er- 
forderlich. Es  geschieht,  ohne  daß  Bewegungen  benutzt  werden,  und 
obwohl  ein  Endpunkt  von  r  leicht,  r  selbst  in  der  Ebene  mit  sich 
tragend  (nach  der  ersten,  auf  die  Ebene  beschränkten  anschaulichen 
Erzeugung  der  Bewegung)  bis  nach  p  bewegt  werden  könnte,  so  hat 
es  doch  etwas  sehr  Schönes  wegen  der  folgerechten  Ausführung  des  Ge- 
dankens der  geometrischen  Konstruktion,  den  Euklid  sich  vorgesetzt  hat. 

Übrigens  darf  in  der  erwähnten  endlichen  Anzahl  auch  die  genannte 
erste  Ausführung  der  Bewegung  zugelassen  werden;  wenn  also  Gerade 
vorausgesetzt  werden,  die  es,  wie  später  bewiesen  werden  wird,  zwischen 
irgend  zwei  Punkten  gibt,  und  etwas  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
Operationen  ausgeführt  wird,  von  denen  jede  die  erste  oder  die  zweite 
anschauliche  Ausführung  der  Bewegung  ist,  wobei  Wege  und  Erzeugungen 
auf  die  Ebene  beschränkt  werden  und  keine  anderen  Operationen  hinzu- 
genommen werden,  das  heißt,  während  M  bewegt  wird,  unterdessen 
nichts  anderes  bewegt  wird:  so  sagt  man,  dies  sei  geometrisch  kon- 
struiert, und  zwar  im  engeren  Sinne;  wenn  man  sich  aber  nicht 
auf  die  Ebene  beschränkt  und  auch  die  dritte  Ausführung  [der  Bewegung] 
zuläßt,  so  redet  man  von  einer  geometrischen  Konstruktion  im 
weiteren  Sinne. 
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3.  Obwohl  aber  alle  Wahrheiten  gleiche  Würde  besitzen  (wie  in 
der  Natur  die  Sonne,  der  Tag  der  Erde,  und  in  der  wüsten  Nacht 
die  an  Licht  ärmere  Kugel  des  Mondes  mit  gleicher  unendlicher  Weis- 
heit strahlen),  läßt  sich  dennoch  die  sogenannte  elementare  Geometrie 
im  weiteren  Sinne  mit  dem,  was  sich  im  weiteren  Sinne  geometrisch 
konstruieren  läßt,  und  im  engeren  Sinne,  mit  dem,  was  sich  im  engeren 
Sinne  geometrisch  konstruieren  läßt,  von  dem  [Gebiete  der  Aufgaben] 
abgrenzen,  die  sich  nur  mit  hinzugenommenen  Operationen  durchführen 
lassen  und  dem  Bereiche  der  sogenannten  höheren  Geometrie  zu- 
gehören; wie  später  durch  mehrere  Beispiele  gezeigt  werden  wird. 


§  10 
[Eigensctiaften  der  ebenen  Figuren] 

Nachdem  wir  aus  dem  nach  allen  Seiten  unendlichen  Räume  in  das 
Feld  herabgestiegen  sind,  das  sich  in  der  Ebene  ringsherum  ins  Un- 
endliche öffnet,  wird  daselbst  die  Beschaffenheit  der  Formen  untersucht, 
bei  denen  zuerst  alle  Punkte  geometrisch  konstruiert  werden  können, 
darauf  [der  Formen,]  bei  denen  zwar  nicht  alle,  aber  doch  beliebig  viele 
Punkte  und  endlich  von  jenen  [Formen],  bei  denen  jeder  Punkt  mit 
Hilfe  der  früheren  Formen  konstruiert  werden  kann.  Zuerst  werden 
aber  alle  möglichen  Verbindungen  von  Geraden  und  Kreisen  betrachtet, 
wie  es  das  nachfolgende  Verzeichnis  zeigen  wird.  Endlich  werden 
unter  Anwendung  der  Arithmetik  aus  den  bekannten  Größen  die  Un- 
bekannten bestimmt,  wohin  auch  die  ebene  Trigonometrie  gehört, 
die  lehrt,  wie  aus  irgend  welchen  ein  geradliniges  Dreieck  bestimmen- 
den Stücken  die  durch  dasselbe  Dreieck  bestimmten  Größen  mittels 
der  Rechnung  zu  finden  sind. 

Es  gibt  auch  fiu  einem  folgenden  Paragraphen)  eine  sphärische 
Trigonometrie;  die  Dreiecke,  die  auf  der  Kugelfläche  von  drei  durch 
das  Zentrum  gelegten  Ebenen  erzeugt  werden,  werden  nämlich  an 
geeigneter  Stelle  ebenfalls  berechnet.  Und  die  Ebene  ist  gewissermaßen 
die  geometrische  Grenze  (deren  Begriff  leicht  bestimmt  wird)  der  Kugel- 
fläche, wenn  das  Zentrum  ins  Unendliche  rückt,  die  Wahrheit  des 
XL  Axioms  Euklids  vorausgesetzt;  sonst  ist  aber  eine  gewisse  gleich- 
förmige, ringsherum  unendliche  Fläche  die  genannte  geometrische  Grenze, 
auf  der  das  XL  Axiom  Euklids,  samt  der  ganzen  Euklidischen  Plani- 
metrie, im  Appendix  bewiesen  wird;  die  sphärische  Trigonometrie  wird 
aber  ebendaselbst  unabhängig  von  dem  XL  Axiom  Euklids  als  absolut 
wahr  begründet. 
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§    11 
[Rückkehr  in  den  Raum] 

Nunmehr  kehren  wir  zur  Unermeßlichkeit  des  Raumes  zurück,  woher 
wir  zur  Ebene  herabgestiegen  waren,  und  betrachten  dort  alle  möglichen 
Verbindungen  aller  Formen,  die  in  der  Ebene  entstanden  sind,  nach 
dem  nachfolgenden  Verzeichnis  und  konstruieren  das,  was  im  weiteren 
Sinne  geometrisch  konstruiert  werden  kann  und  berechnen  es  unter 
Anwendung  der  Arithmetik. 

§  12 
[Bestimmung  eines  Punktes  in  der  Ebene  und  im  Räume] 

Endlich  folgt  die  Verbindung  der  Operationen,  die  früher  erwähnt 
wurde,  und  bildet  den  Gipfel  des  Baumes  (S.  114);  alle  Punkte  des 
Raumes  und  ein  Inbegriff  von  beliebig  vielen  Punkten  werden  auf  diese 
Weise  auf  einen  einzigen  bestimmten  festen  Punkt  des  Raumes  bezogen. 

Beispiele. 

1.  Die  Gerade  A  werde  um  einen  ihrer  Punkte  a  in  der  Ebene  P 
immer  weiter  bewegt,  sodaß  der  Punkt  b  von  Ä  den  Umfang  des 
Radius  ab  beliebig  oft  durchläuft;  die  Länge  des  Weges  des  Punktes 
b  heiße  mit  allgemeinem  Namen  u.  Unterdessen  werde  irgend  ein  Punkt  c 
aus  einem  gewissen  Punkte  von  Ä  auf  derselben  bewegten  Geraden  Ä 
nach  einem  bestimmten  Gesetz  bewegt,  sodaß,  wenn  der  Weg  des 
Punktes  c  auf  Ä  y  genannt  wird,  y  ^  f(u)  ist.  Bei  gegebenem  f(u) 
wird  der  Weg  von  c  in  der  Ebene  gesucht. 

2.  Ebenso  möge  die  Gerade  pa  auf  ihrer  eigenen  Verlängerung 
bewegt  werden,  indem  sie  in  derselben  Ebene  einen  Kreis  vom  Zentrum  p 
und  Radius  pa  mit  sich  trägt,  während  unterdessen  ein  gewisser  Punkt 
des  Umfangs  auf  dem  Umfang  nach  einem  gewissen  Gesetz  bewegt 
wird,  sodaß  sein  Weg  =  F(x)  ist,  wenn  x  den  Weg  des  Punktes  p 
in  der  genannten  Geraden  bezeichnet.  Ist  zum  Beispiel  F{x)  =  x,  so 
kann,  wenn  b  der  bewegte  Punkt  ist,  eine  Zykloide  beschrieben 
werden. 

3.  Ebenso  kann  p,  das  Zentrum  eines  Kreises  C,  auf  dem  Umfang 
eines  Kreises  bewegt  werden,  indem  es  den  unterdessen  um  das  Zentrum 
nach  einem  gewissen  Gesetz  bewegten  Kreis  C  mit  sich  trägt,  und  der 
W^eg  eines  gewissen  Punktes  des  Umfangs  von  C  gesucht  werden. 
Es  kann  sogar  auch  der  Kreis,  auf  dessen  Umfang  p  liegt,  unterdessen 
nach  einem  gewissen  Gesetz  bewegt  werden. 

4.  Auch  kann  eine  Ebene  P  um  eine  gewisse  in  P  liegende  Ge- 
rade Ä  immer  weiter  bewegt  werden,  wobei  die  Länge  des  Weges,  den 
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irgend  ein  gewisser  Punkt  p  von  F  beschreibt,  allgemein  u  genannt  werde, 
und  unterdessen  möge  ein  gewisser  Punkt  b  von  A  auf  A  nach  einem 
gewissen  Gesetz  bewegt  werden,  indem  er  eine  Senkrechte  B  auf  A 
in  P  mit  sich  trägt,  wobei  der  Abstand  des  b  von  einem  gewissen  be- 
stimmten Punkte  a  in  J.  (demselben  für  alle  b)  allgemein  x  genannt 
werde,  und  unterdessen  möge  ein  Punkt  c  von  B  auf  B  nach  einem 
gewissen  Gesetz  bewegt  werden,  wobei  die  Gerade  ch  (wohin  auch  c 
gelangen  möge)  allgemein  y  genannt  werde,  sodaß  nämlich 

X  =  a(u)  und  y  =  hix) 

ist.     Gesucht  ist  der  Weg  des  Punktes  c  im  Räume. 

Augenscheinlich  kann  durch  u,  x,  y  jeder  Punkt  des  Raumes  be- 
stimmt werden;  wird  nämlich  aus  p  auf  ^  das  Lot  gefällt,  so  ist  dieses  y, 
und  zwar  fällt  der  Fußpunkt  nach  a  oder  auf  eine  von  dort  ausgehende 
Seite  [der  Geraden  Jl],  und  wenn  die  Ebene  P  um  A  gedreht  wird, 
bis  sie  nach  p  gelangt,  so  kann  p  bis  dahin  einen  gewissen  Weg  ii 
beschreijsen. 

5.  Ebenso  sei  ein  gewisser  Punkt  a  der  in  der  unbeweglichen 
Ebene  P  liegenden  Geraden  A  fest,  und  aus  einem  gewissen  Punkte  b 
von  A  stehe  B  senkrecht  auf  A  in  derselben  Ebene  P  und  aus  einem 
gewissen  Punkte  c  von  B  stehe  C  senkrecht  auf  der  Ebene  P,  und  während 
der  Punkt  b  in  ^  weiter  bewegt  wird,  indem  er  die  Senkrechte  B  auf 
A  in  der  Ebene  P  mit  sich  trägt,  möge  unterdessen  der  Punkt  c  auf 
B  nach  einem  gewissen  Gesetz  bewegt  werden,  indem  er  die  auf  der 
Ebene  P  immer  senkrechte  Gerade  C  mit  sich  trägt,  und  unterdessen 
möge  auf  dieser  Geraden  C  auch  ein  Punkt  6  nach  einem  gewissen 
Gesetz  bewegt  werden.  Gesucht  ist  bei  gegebenen  Gesetzen  dieser  Zu- 
sammensetzung von  Bewegungen  (nicht  Kräften)  der  Weg  des  Punktes 
h  im  Räume. 

Es  werde  zum  Beispiel  ah  allgemein  mit  x,  hc  allgemein  mit  y 
und  cö  allgemein  mit  z  bezeichnet,  und  es  sei,  unter  x,  y,  z  immer 
gleichzeitige  Koordinaten  verstanden, 

y  =  a{pc)  und  z  =  ß{y). 

Augenscheinlich  wird  jeder  Punkt  p  des  Raumes  durch  x,  y,  z  bestimmt; 
das  von  p  auf  P  gefällte  Lot  kann  nämlich  z  heißen,  und  das  von  dem 
Fußpunkte  des  genannten  Lotes  in  P  auf  A  gefällte  Lot  xj  und  die 
Gerade  von  dort  bis  a  kann  x  genannt  werden.  Außerdem  können  sowohl 
X  als  auch  y  und  z  positiv  und  negativ  genommen  werden;  nämlich  x,  von 
a  anfangend,  auf  der  einen  Seite  der  Geraden  A  positiv,  auf  der  anderen 
negativ;  ebenso  können  die  Ordinaten  ^,  von  A  anfangend,  auf  der  einen 
Seite   der  Ebene  P  positiv   und  negativ   auf  der   andern,   und  die  auf 
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der  Ebene  P  senkrechten  Ordinaten  2,  von  P  anfangend,  auf  der  einen  '< 
Seite  des  Raumes  positiv  und  negativ  auf  der  andern  angenommen  i 
werden.  Aus  dem  ersten  Bande  [hier  S.  41 — 42]  erhellen  ja  die  Be- 
stimmungen, nach  denen  Gerade  auf  einer  Geraden  (für  einen  gewissen  ' 
festen  Punkt  davon  und  unter  einer  gewissen  Bedingung  C  für  das  an-  \ 
zunehmende  Ergebnis)  als  positiv  und  negativ  unterschieden  werden;  < 
hiernach  werden  die  Senkrechten  auf  der  Geraden  Ä  teils  positiv,  teils  ; 
negativ,  wenn  für  das  dort  genannte  Ende  irgend  einer  auf  A  senk-  t 
rechten  Geraden  die  dadurch  in  P  zu  ^  gezogene  Parallele  genommen  j 
und  in  diese  der  Anfang  der  auf  die  frühere  folgenden  [Senkrechten] 
verlegt  wird,  und  als  Ergebnis  der  Abstand  von  Ä  des  Endes  der  zuletzt 
gesetzten,  auf  Ä  senkrechten  Geraden  genommen  wird.  Ebenso  werden 
die  Senkrechten  auf  P  teils  positiv,  teils  negativ,,  wenn  durch  das  Ende 
einer  jeden  die  zu  P  parallele  Fläche  (S.  68)  gelegt  wird,  in  welcher 
die  auf  die  frühere  folgende  Gerade  zu  beginnen  hat,  und  als  Ergebnis 
der  Abstand  von  P  des  Endes  der  zuletzt  gesetzten,  auf  P  senkrechten 
Geraden  genommen  wird. 

6.  Es  kann  auch  ein  auf  einer  Geraden  Ä  bewegter  Punkt  b  eine 
auf  Ä  senkrechte  Ebene  Q  mit  sich  tragen,  sodaß  unterdessen  in  Q 
folgende  Bewegung  gedacht  wird:  es  sei  s  der  Schnitt  der  Ebene  Q 
mit  einer  gewissen  festen  Ebene  P,  in  der  die  Gerade  Ä  liegt,  und  es 
mögen  gewisse  Punkte  auf  gewissen  in  Q  liegenden  Senkrechten  zu  s 
bewegt  werden,  wobei  alles  durch  x,  nämlich  den  Abstand  des  in  der 
Geraden  Ä  bewegten  Punktes  b  von  einem  festen  Punkte  a  von  Ä 
nach  einem  gewissen  Gesetz  bestimmt  ist;  und  wenn  dieses  Gesetz  ge- 
geben ist,  kann  der  Inbegriff  der  Orte  gesucht  werden,  in  denen  sich 
die  auf  den  genannten  Senkrechten  bewegten  Punkte  vom  Anfang  der 
Bewegung  zu  allen  teillosen  Zeitpunkten  befinden.  Offenbar  entsteht 
auf  diese  Art  nicht  nur  eine  Linie,  sondern  auch  eine  Fläche,  wo 
diese  der  Inbegriff  der  Schnitte  der  bewegten  Ebene  Q  mit  ihr  sein  kann. 

Man  könnte  noch  mehr  Bewegungen  auf  mannigfaltige  Art  zu- 
sammensetzen und  das  Feld  der  Untersuchungen  ausdehnen. 

§13 

[Größe  von  Linien  und  Flächen] 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken,   daß  alle  Formen,  auf  welche  Art  sie  !j 

auch    entstanden    sind,    Linien    und    Flächen,    wenn    sie    arithmetisch  i; 

behandelt   werden,   in   respektive  Größen,   und    zwar  auf  die  Form  der  \\ 

Zeit    zurückgeführte   (S.  38),    auf  folgende  Weise    verwandelt    werden  j 
müssen. 
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An  Stelle  jeder  einfachen  Linie  L,  von  der  kein  Teil  gerade  ist, 
denke  man  sich  eine  Gerade  r  von  folgender  Beschaffenheit.  Wenn 
jede  einfache,  aus  Geraden  zusammengesetzte  Linie  l  genannt  wird, 
deren  Endpunkte  in  die  Endpunkte  von  L  fallen  und  bei  der  auch  aUe 
Punkte,  wo  sie  einen  Winkel  aufweist,  in  L  liegen,  so  soll  jede  Linie 
l  <  r  sein,  es  soll  aber  für  jedes  gj  ein  solches  l  geben,  daß  r  —  Z  <  o  ist. 

Ebenso  denke  man  sich  an  Stelle  jeder  einfachen  Fläche  S,  von 
der  kein  Teil  eben  ist,  jenes  Rechteck,  das  diejenige  Grenze  einer  solchen 
einfachen,  aus  ebenen  und  geradlinigen  Stücken,  zum  Beispiel  Dreiecken, 
zusammengesetzten  Fläche  ist,  bei  der  die  Spitze  eines  jeden  Winkels 
in  S  liegt,  daß  es  keine  größere  Grenze  einer  solchen  besagten 
Fläche  gibt. 

Auf  diese  Art  werden  alle  Linien  auf  die  Form  einer  Geraden, 
ebenso  alle  Flächen  auf  die  Form  eines  Rechtecks  derselben  Höhe  zu- 
rückgeführt (S.  38)  und  können  arithmetisch  berechnet  werden. 

§  1-1 
[Erzeugung  der  Geraden  und  der  Ebene  aus  der  Kugel] 

Es  ist  üblich,  die  Gerade  mit  allen  ihren  Haupteigenschaften  zu- 
gleich mit  der  Ebene  axi omatisch  vorauszusetzen;  allein  es  fragt  sich,  ob 
diese  Voraussetzungen  als  Axiome  angenommen  werden  dürfen.  Es  könnte 
scheinen,  als  ob  der  Begriff  der  Zeit  auf  den  Raum  übertragen  die  Gerade 
erzeugt  habe;  daß  jedoch  bei  der  tropischen  Übertragung  einer  so  ver- 
schiedenen Sache  die  äußere  Erfahrung  mitgeholfen  hat,  zeigen  die  De- 
finitionen, sowohl  Piatos,  die  vom  Lichte  hergenommen  ist,  indem  er  eine 
Linie  gerade  nennt,  deren  erster  Punkt  die  übrigen  beschattet,  als  auch 
die,  bei  der  es  sich,  um  einen  Punkt  handelt,  der  von  einer  gewissen 
Stelle  nach  einer  andern  zu  gelangen  strebt,  wenn  auf  die  geringste 
Zeit  und  Ermüdung  geachtet  wird.  Nichts  führt  indessen  mehr  zur 
Geraden  als  die  Betrachtung  alles  dessen,  was  von  einem  Körper  ruht, 
der  bewegt  wird,  während  zwei  seiner  Punkte- ruhen. 

Wenn  etwas  nicht  als  Axiom  angenommen  werden  darf,  so  muß 
es  in  demjenigen,  woraus  es  abgeleitet  werden  kann,  implizite  ent- 
halten sein.  Daher  sei  es  jedem  anheiragestellt,  [Gerade  und  Ebene] 
wie  es  üblich  ist,  anzunehmen  oder  auf  die  folgende  Art  abzuleiten. 

Das  erstgeborene  Kind  des  nach  allen  Seiten  unendlichen  Raumes 
ist  der  Punkt,  darauf  folgt  die  Kugel,  gleichsam  die  Mitte  zwischen 
zwei  Extremen.  Die  erstgeborene  Linie  der  Kugel  aber  ist  der  Kreis, 
darauf  folgt  die  Gerade,  und  schließlich  erzeugt  der  Kreis  mit  der 
Geraden  die  Ebene. 
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[I.  Dreliung  eines  Raumbestandteils,  "wälirend  zwei  Punkte  festbleiben; 

die  Ringe  A] 

1.  Die  Grundlage  für  eine  gleichförmige,  einfache,  in  sich  zurück- 
kehrende Linie,  die,  wie  sich  ergeben  wird,  ein  Kreis  ist,  wurde  S.  54 
gelegt.  Als  Grundlage  für  die  Konstruktion  der  Geraden  nehmen  wir 
Folgendes.  Wenn  ein  Raumbestandteil  31  um  zwei  seiner  Punkte  herum- 
gedreht wird  (S.  54),  so  läßt  sich  dasselbe  M  um  dieselben  zwei  Punkte 
von  welcher  Stelle  immer  gleichförmig  bewegen  und  kann  nur  auf  eine 
einzige  Art  hinsichtlich  des  Weges  jedes  seiner  Punkte  herumgedreht 
werden. 

2.  Wenn  also  die  Punkte  a,  b  ruhen,  werden  alle  solche  Punkte 
von  M,  deren  jeder  um  a  *h  bewegt  werden  kann  (nach  S.  54),  auch 
zugleich  um  a  *h  bewegt  werden,  falls  irgend  einer  von  ihnen  bewegt 
wird,  und  zwar  werden  alle  auf  denselben  Wegen  bis  zur  Rückkehr 
weiter  bewegt  werden,  die  sie  jeder  für  sich  durchlaufen  würden. 

Daher  kann  auch  kein  Punkt  von  M  aus  irgend  einer  Stelle  p 
mehr  als  zwei  Wege  haben,  auf  denen  er  die  Bewegung  beginnen  kann, 
den  einen,  auf  dem  er  die  Bewegung  aus  p  beginnt,  den  zweiten,  auf 
dem  er  zurückkehrt.  Denn  gehen  von  demselben  Punkte  drei  Zweige 
a,  /3,  y  aus,  auf  deren  jedem  ein  Punkt  aus  p  bei  ruhendem  a  *h  be- 
wegt werden  könnte,  und  wird  in  einem  Falle  der  Punkt  aus  p  bewegt, 
indem  er  auf  dem  Zweige  a  anfängt  und  durch  ß  zurückkehrt,  so 
kann  der  Zweig  y  nicht  durchlaufen  worden  sein;  denn  derselbe  Punkt, 
der  durch  a  anfängt  und  durch  ß  zurückkehrt,  kann  nicht  zugleich 
die  Linie  beschreiben,  mit  der  der  Zweig  y  aus  p  beginnt,  und  y  kann 
auch  nicht  vorher  durchlaufen  worden  sein,  denn  alsdann  wäre  der  weiter 
bewegte  Punkt  schon  vorher  zurückgekehrt.  Man  denke  sich  jetzt  die 
ganze  Figur  so  gelegt,  daß  der  Punkt,  der  vorher  in  p  war,  außerhalb 
der  früheren  einfachen,  zurückkehrenden  Linie  in  y  liegt,  während 
zugleich  a  nach  a  und  b  nach  b  fällt;  augenscheinlich  würde  dieselbe 
Bewegung  um  a  *  b  stattfinden  (nach  1),  aber  derselbe,  Punkt  würde 
einen  von  dem  früheren  verschiedenen  Ring  beschreiben  (gegen  1). 

3.  Nunmehr  sei  (Fig.  7)  S  eine  Kugel  des  Zentrums  (£  mit  dem 
Punkte  c,  und  ihre  Oberfläche  heiße  5';  man  beschreibe  die  Kugel  s 
des  Zentrums  c  mit  dem  Punkte  (£,  deren  Oberfläche  s'  genannt  werde. 
Es.  erhellt  leicht,  daß  weder  die  ganze  Kugel  S  in  s  noch  die  ganze 
Kugel  s  in  S  fällt;  denn  wenn  zum  Beispiel  die  ganze  5  in  s  fiele,  so 
würde  der  Mittelpunkt  (£  auf  der  Fläche  s'  getrennt  von  ihr  liegen  und 
nicht  eingeschlossen  bleiben.  Daher  liegt  sowohl  etwas  von  s'  außer- 
halb  S  als  auch  etwas  von  S'  außerhalb  s.    Folglich  haben  aber  S'  und 
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s'  notwendiger  Weise  etwas  gemeinsam;  denn  ein  Punkt,  der  ans  irgend 
einem  Punkte  dessen,  was  aus  s  außerhalb  S  liegt,  bis  nach  (£  kommt, 
muß  durch  S'  hindurch  gehen  (S.  53). 

Ebenso  würde,  wenn  ein  Punkt  aus  irgend  einem  außerhalb  s 
fallenden  Punkte  von  S'  in  S'  bis  nach  c  kommt,  der  genannte  Punkt  von 
einer  Stelle  außerhalb  der  Kugel  s  zu  derem  Zentrum  kommen  können, 
ohne  durch  s'  hindurchzugehen,  wenn  nicht  c  in  S'  ringsherum  un- 
unterbrochen umgürtet  wird. 

Daher  tritt  s'  aus  S'  ringsherum  um  c  aus,  und  zwar  augen- 
scheinlich mit  ringsherum  gleichmäßiger  Erzeugung,  sodaß  also  4^S.  54) 
jeder  Punkt  p  des  Austritts,  wenn  die  Kugel  S  um  c  *  (£  bewegt  wird, 
einen  einfachen,  in  sich  zu- 
rückkehrenden, gleichförmi- 
gen  Weg  beschreiben   kann. 

Dasselbe  erhellt  von  je- 
der solchen  Kugel  desselben 
Mittelpunkts  c,  die  innerhalb 
der  früheren  liegt;  und  wenn 
man  sich  alle  inneren  Kugeln 
bis  zum  gemeinsamen  Zen- 
trum c  denkt,  so  werden  auch 
die  Ringe  auf  S'  immer 
weiter  nach  innen  bis  nach 
c  gehend  aufeinander  folgen.  Solche  gleichförmige,  einfache,  in  sich 
zurückkehrende  Linien  sollen  Ringe  genannt  werden;  denn  es  steht 
noch  nicht  fest,  daß  es  Kreise  sind;  ihre  allgemeine  Bezeichnung 
sei  Ä. 

Dasselbe  erhellt  sogar  von  jeder  Kugel  des  Zentrums  c,  die  mit  irgend 
einem  innerhalb  der  Fläche  S'  liegenden  Punkte  i  beschrieben  wird. 
Denn  alsdann  kann  die  ganze  Fläche  S'  nicht  in  der  neuen  Kugel  liegen; 
wenn  nämlich  i  in  S'  läge,  so  könnte  es  nicht  in  der  Oberfläche  der 
neuen  Kugel  liegen.     Hieraus  folgt  das  Übrige. 

4.  Hieraus  kaim  man  sich  augenscheinlich  vorstellen,  daß  ein  Punkt 
aus  irgend  einem  Punkte  b  irgend  eines  Ä  innerhalb  desselben  Ringes  Ä 
bis  nach  c  in  der  Fläche  S'  so  bewegt  wird,  daß  er  immer  in  eine 
innere  Kugelfläche  des  Zentrums  c  gelangt  und  [daß  sein  Weg  Z]  auf 
keiner  [dieser  Kugelflächen]  mehr  als  einen  Punkt  hat.  Wird  die  Kugel 
um  c  *  C  bewegt,  sodaß  Ringe  beschrieben  werden,  so  muß  sich  die  ge- 
nannte Linie  I  um  c  in  S'  weiter  bewegen,  bis  sie  zurückkehrt.  Denn  der 
genannte  Punkt  besitzt  nach  dem  Vorhergehenden  an  jeder  Stelle,  wo 
eine  Kugel  des  Zentrums  c,  mag  es  s  selbst  oder  eine  innere  sein,  aus 
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S'  heraustritt,  einen  Ring  um  c  *  (£,  also  läßt  sich  auch  alles  zugleich 
bewecren,  während  c  *  (£  ruht. 

5.  Wegen  der  ringsherum  gleichen  Erzeugung  der  Kugelfläche 
gibt  es  daher  aus  jedem  Punkte  f  von  S'  eine  der  früheren  Linie  l 
gleiche  Linie  l',  und  l'  läßt  sich  in  S'  um  f  bewegen,  bis  sie  zurück- 
kehrt,  wobei   sie   den  früheren  gleiche  konzentrische  Ringe  beschreibt. 

Weil  das  von  den  Kugelu  S  und  s  Bewiesene  auch  von  jeder 
anderen  gilt,  so  gibt  es  sogar  für  jede  Kugelfläche  eine  Linie,  die  um 
jeden  Punkt  der  genannten  Fläche  in  ihr  bewegt  werden  kann,  bis  sie 
zurückkehrt,  wobei  sie  von  überall  gleichmäßig  konzentrische  Ringe  be- 
schreibt. 

6.  Daß  ein  solcher  Ring,  der  als  eine  einfache,  in  sich  zurück- 
kehrende Linie  beschrieben  worden  ist,  zwei  Hälften  hat,  die  zwei  Punkte 
gemein  haben,  und  auch  jeder  stetige  Teil  davon  zwei  Hälften  hat,  die 
einen  Punkt  gemeinsam  haben,  erhellt  folgendermaßen.  Man  denke  sich, 
daß  aus  irgend  einem  Punkte  des  Ringes  auf  ihm  zwei  Punkte  bis  zur 
Rückkehr  bewegt  werden,  die  in  beliebigen  gleichen  Zeiten  gleiche 
Wege  beschreiben  und  diese  aus  demselben  Punkte  nach  verschiedenen 
Seiten,  aber  gleichzeitig  beginnen.  Dann  muß  jeder  von  beiden  durch 
den  anderen  hindurchgehen,  und  wo  dies  geschieht,  werden  die  Wege 
von  beiden  gleich  sein.  Wenn  ebenso  aus  den  Endpunkten  eines  Bogens 
Punkte  gleichmäßig  bewegt  werden,  so  wird  jeder  den  anderen  treffen, 
bevor  er  in  den  anderen  Endpunkt  gelangt,  und  dort  wird  die  Mitte 
des  Bogens  sein.     (S.  33  und  53). 

[II.  Die  Linien  LI 

7.  Nunmehr  möge  nach  4.  (Fig.  7)  irgend  ein  Punkt  f  in  dem 
ersten  Ringe  Ä  (Fig.  8),  der  den  Punkt  c  umgürtet,  als  Zentrum  an- 
genommen und  die  frühere  Linie  /  =  f c,  deren  einer  Endpunkt  in  c, 
der  andere  in  f  liege,  um  f  in  S'  bewegt  werden,  bis  sie  zurückkehrt. 
Augenscheinlich  wird  ein  Teil  des  Weges  irgend  eines  Punktes  von  l 
von  dem  Ringe  aus  auf  der  einen  Seite  von  S'  liegen  und  der  andere 
auf  der  anderen;  denn  damit  das  Zentrum  f  durch  den  von  irgend  einem 
Punkte  0  beschriebenen  Ring  eingeschlossen  wird,  muß  irgend  ein 
Punkt  p  davon  außerhalb  jenes  Abschnittes  von  S'  liegen,  in  dem  c  liegt, 
und  von  hier  muß  der  Weg  bis  nach  o  durch  Ä  hindurchgehen,  und 
zwar  wenigstens  in  zwei  Punkten,  die  von  f  aus  die  Endpunkte  beider- 
seits gleicher  Bogen  bilden;  denn  der  genannte  Ring  kann  nicht  mit 
dem  Ringe  Ä  einen  einzigen  Punkt  gemein  haben;  denn  alsdann  würde 
er  aus  diesem  Punkte  bis  nach  f  entweder  eine  einfache  Linie  sein 
oder  nicht,  und  in  keinem  der  genannten  Fälle  wäre  der  genannte  Ring 
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eine  einfaclie,  zurückkehrende  Linie.  Es  sind  daher  die  dem  f  nächsten 
Durchgnngspunkte  dieses  Ringes  durch  den  Ring  A  die  beiden  oben 
genannten. 

Man  nehme  ferner  die  Mitten  (nach  6.)  irgend  welcher  Bogen 
von  Ä  auf  der  Seite  Nicht-c,  das  heißt  auf  der  Seite,  wo  c  nicht  liegt, 
und  dann  geschehe  dasselbe,  wobei  das  Zentrum  in  die  Mitte  desjenigen 
Bogen s  gelegt  werde,  der  von  dem  (mit  dem  Zentrum  f  durch  den 
Endpunkt  der  Linie  fc  in  S'  beschriebenen)  Ringe  aus  den  beiden  Punkten 
von  A,  die  dem  f  am  nächsten  sind,  ausgeht  und  auf  die  Seite  Nicht-c 
von  S'  fällt,  und  so  fahre  man  fort  bis  ins  Unendliche;  denn  es  kehrt 
immer  derselbe  Fall  wieder,  nur  darf  das  Zentrum  auf  dem  ersten  A 
irgendwo  gewählt  werden,  nachher  aber  soll  auf  jedem  neuen  A  die 
Mitte  des  äußersten  ßogens  zum  Zen- 
trum genommen  und  dasselbe  ins  Un- 
endliche wiederholt  werden. 

Der  Libegriff  aller  dieser  Mitten  ist 
ein  Kontinuum,  ja  sogar,  wie  sogleich 
erhellen  wird,  eine  einfache  Linie.  Diese 
Linie  steht  aber  auf  dem  ersten  Ringe 
nach  beiden  Seiten  gleichmäßig,  und  aus 
jedem  Punkte  desselben  Ringes  entsprin- 
gen solche  Linien  durch  ringsherum 
gleiche  Erzeugungen  und  sind  nach  bei- 

.  ?  .  .  Fig.  S. 

den  Seiten  gleichmäßig  bestimmt.   Wenn 

daher  die  aus  irgend  zwei  Punkten  des  ersten  Ringes  entspringenden 
Linien  dieser  Art  einander  schneiden,  so  sind  offenbar  die  sich  schneidenden 
Schenkel,  wegen  der  beiderseits  gleichen  Erzeugungen,  gleich.  Auch 
der  von  irgend  einem  neuen  A  erzeugte  Teil  ist  offenbar  dem  von 
dem  folgenden  A  erzeugten  Teile,  wiederum  wegen  der  gleichen  Er- 
zeugungen gleich. 

Daß  der  Inbegriff  der  genannten  Punkte  ein  Kontinuum  ist,  er- 
gibt sich  etwa  folgendermaßen.  Man  nehme  den  Inbegriff  a  der  un- 
zähligen Punkte,  die  von  irgend  einem  A,  wenn  das  Zentrum  in  ihm 
hegt,  erzeugt  werden,  bis  zu  irgend  einem  Bogen  k  einschließlich, 
und  darauf  den  Inbegriff  ß  der  ebenfalls  unzähligen  Punkte,  die  bis 
zu  dem  letzten  Bogen  erzeugt  werden.  Die  Punkte  von  ß  liegen  in 
sich  stetig  aneinander  reihenden  Bogen  hinter  k,  die  zugleich  ohne 
k  nicht  gedacht  werden  können,  wie  der  Inbegriff  der  früheren,  a 
konstituierenden  [Punkte].  Ebenso  besitzt  auch  ß  einen  Punkt  im 
Bogen  k,  der,  weil  er  der  einzige  ist,  sowohl  dem  a  als  auch  dem  ß 
gemeinsam  ist. 
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Außerdem  kann  aber  aucli  aus  der  Mitte  eines  jeden  oberen  ^-Bogens 
ein  Punkt  durch  alle  oberen  konzentrischen  Bogen,  das  heißt  durch  die 
oberhalb  des  vorhergehenden  Ä  liegenden  [Bogen],  bis  nach  dem  Zentrum 
bewegt  werden,  und  zwar  so,  daß  er  durch  einen  beliebigen  Punkt  irgend 
eines  jener  Bogen  hindurchgeht;  aus  der  Anschauung  erhellt,  daß  dies 
am  einfachsten  durch  die  Mitten  der  Bogen  geschehen  kann. 

Er  ist  auch  eine  einfache  Linie;  denn  durch  die  Mitte  keines 
Bogens  kann  ein  dritter  Zweig  gehen,  weil  dieser  durch  die  vorher- 
gehenden oder  folgenden  Bogen  gehen  müßte,  in  deren  jedem  es  nur 
einen  einzigen  den  beiden  Zweigen  gemeinsamen  Punkt  gibt. 

8.  Es  sei  L  die  Bezeichnung  für  derartige  Linien,  die  von  allen 
Punkten  des  ersten  Ringes  ausgehend  auf  dessen  beiden  Seiten  gleich- 
mäßig stehen  und  immer  weiter  auf  beiden  Seiten  gleichmäßig,  und 
die  alle  ringsherum  auch  durch  gleiche  Erzeugungen  gleichmäßig  be- 
stimmt sind. 

Entweder   gibt   es  zwei  solche  L,   die  einen  Punkt  gemein  haben, 
oder  es  gibt  keine  zwei,  die  einen  Punkt  gemein  haben.     Das  Letztere 
kann  nicht  eintreten;  denn  alsdann  würde  jener  Bestandteil  von  S',  der  I 
oberhalb  irgend  eines  Ä  bis  zu  dem  oberen  Bogen  des  neuen  A  geht,  ja  | 
sogar    der    ganze   Ä    auf  S'    unzählige   Male    wiederholt   werden,    also   t 
wäre  S'  keine  endliche  Größe  (S.  47);  mehr  hierüber  weiter  unten. 

Wird  nunmehr  (nach  S.  76)  die  Kugel  S'  um  c  ♦  (£  bewegt,  so  be- 
wegt  sich   die   ganze   L,  wobei   alle   ihre  Punkte   aufeinander   folgende 
Ringe  beschreiben.     Daß  der  Ring  irgend  eines  auf  der  Linie  L  weiter    j 
hinaus  erzeugten  Punktes  weiter  hinaus  liegt,  erhellt  daraus,  daß,  wenn 
von  einem  Ringe  ab   die  folgenden   eine   Zeit  lang   zurückgingen,    dies 
entweder   sogleich   nach  dem    Ringe  Ä   irgend  eines    Zentrums    gemäß    |j 
der   genannten  Erzeugung   eintreten   würde,   oder  nach  der  Mitte  eines    ji 
gewissen  oberhalb  Ä  erzeugten  Bogens;  das  erste  kann  nicht  eintreten,   \ 
denn    alsdann    würde   ein   Punkt   von    L  wegen   der   auf  beiden   Seiten   |j 
gleichen  Erzeugungen  innerhalb,  nicht  außerhalb  des  vorhergehenden  Ä  { 
liegen;  und  es  kann  auch  nicht  das  zweite  eintreten,  dann  würde  nämlich  P 
die   um    das  vorher  genannte  äußere  Zentrum  beschriebene  Kugelfläche  |i 
mit  einer  inneren  etwas  gemeinsam  haben.  j 

Hieraus  erhellt  noch  einfacher,  daß  die  Kugelfläche,  wenn  keine  i?i 
Linien  L  einander  schnitten,  keine  endliche  Größe  wäre.  Denn  aus  !il 
dem  Zentrum  eines  jeden  Ä  läßt  sich  in  S"  ein  solcher  dem  A  innerer  1^ 
Ring  beschreiben,  daß  er  (nach  Fig.  9)  weder  mit  dem  dort  vorher-  H 
gehenden  noch  mit  dem  folgenden  etwas  gemeinsam  hat.  Weil  dies  wegen  !^ 
der  gleichen  Erzeugungen  immer  weiter  stattfände,  so  würde  der  genannte  |  i 
Ring  unzählige  Male  wiederholt  werden.  *  ! 
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Fig.  9. 


Wenn    also    die   Kugelfläche   eine   endliche   Größe   ist,    so   muß   es 
zwei    einander    schneidende   Linien   L    geben.      Gibt    es   aber   zwei,    so 
werden  sich  alle  in  demselben  Punkte  schneiden.     Denn  es  sei  (Fig.  10) 
ab  derjenige  Bogen  des  ersten  Ringes,  aus  dessen  Endpunkten  die  sich 
[in   p]   treflfenden   Linien   L   entspringen.     Dann   wird   auch   die  in  der 
Mitte    q    des   Bogens   ab    errichtete  Linie   L    durch    p    hindurchgehen. 
Denn   es   sei  bq  =  br,   also  ah  =  qr  und 
br  =  rt,  also  bt  =  ba  (vorausgesetzt,  daß 
ab   kleiner  ist  als   die  Hälfte   des   ersten 
Ringes,  weil  die  Sache  leicht  erhellt,  wenn 
ab   die  Hälfte  des  Ringes  ist);  die  aus  r 
und   q,    ebenso    die    aus   b   und   t   errich- 
teten Linien  L  treffen  sich  und  sind  we- 
gen  der   gleichen  Erzeugungen  paarweise 
gleich.      Mithin    fällt    aber   die   aus   t   er- 
richtete Linie  L  notwendig  in  p,  und  da- 
mit die  aus  r  und  q  errichteten  Linien  L 
zusammentrefi'en    können,    wird    entweder 
die  erste  oder  die  zweite  durch  bp  hindurchgehen  oder  die  erste  durch 
pt  oder  die  in  q  errichtete  Linie  L  wird  durch  ap  hindurchgehen.    Eine 
beliebige  dieser  Möglichkeiten  tritt  ein,  wenn  p  der  Durch trittspunkt  ist. 
Dagegen  kann  der  Durchtritt  nicht  zwischen  p  und  t  oder  zwischen  p 
und   a   geschehen;    denn    wenn   zum   Bei- 
spiel   die    in    r    errichtete   L  zwischen  p 
und    t    hindurchträte,    so    wäre    derselbe 
Durch  trittspunkt  auch  der  b^p  gemeinsam; 
wenn    aber   die   L    aus   r   durch   bp   zwi- 
schen   b    und    p    hindurchträte,    so   wäre 
derselbe  Punkt  auch  der  in  q  errichteten 
Linie  gemeinsam,  und  die  in  r  und  q  bis 
zum  Punkte  des  Zusammentreffens  errich- 
teten Linien  L  wären  kleiner  als  bp.    Folg- 
lich  werden   sie   notwendig   in  demselben 
p  zusammentreffen.  ^ 

Werden  die  Bogen  ins  Unendliche  halbiert  und  ringsherum  abge- 
tragen, so  ist  hieraus  zu  schließen,  daß  die  aus  allen  unendlich  benach- 
barten Punkten  des  ersten  Ringes  errichteten  Linien  L  alle  in  dem- 
selben p  zusammentreffen. 

Wird  daher  die  Kugel  S  um  c  *  (L  bewegt,  wobei  sich  zugleich 
mit  der  ganzen  Figur  der  in  den  Halbierungspunkten  errichteten 
Linien  L  ein  Punkt  in  dem  ersten  Ringe  weiter   bewegt,   so  wird  es 
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keine  Zeit  geben,  zu  der  der  Punkt  p  einen  Weg  beschriebe;  denn 
welchen  Zeitpunkt  man  sich  auch  vom  Anfang  der  Bewegung  an  denkt, 
so  ist  der  in  dem  Ringe  bewegte  Punkt  vorher  durch  unzählige  Punkte 
hindurchgegangen,  für  die  die  genannte  Figur  der  Linien  i  in  p  war. 

Folglich  läßt  sich  die  Kugel  S  um  c  *  (£  so  bewegen,  daß  p  ruht. 
Wenn  also  S  um  c  *  (£  bewegt  wird,  so  muß  (nach  S.  76)  p  ruhen. 

Augenscheinlich  läßt  sich  aber  alles  Gesagte  auf  irgend  einen  Ring 
irgend  einer  [Kugel]fläche  anwenden,  wenn  nach  Annahme  eines  seiner 
Punkte  als  Zentrum  mit  einer  inneren  Linie  des  Ringes  solche  konzen- 
trischen Ringe  beschrieben  werden,  die  es  nach  dem  Gesagten  aus  jedem 
Punkte  der  Kugelfläche  in  gleicher  Weise  gibt. 

[III.  Erzeugung  der  Geraden] 

9.  Die  oben  erwähnten  Segmente  (S.  77)  aller  s',  die  in  S  liegen 
sollen  allgemein  s"  heißen.  Man  denke  sich  nun  auf  jedem  5"  jenen 
Punkt,  in  dem  die  aus  dem  Ringe,  der  dem  S'  und  jenem  s'  gemeinsam 
ist,  erzeugten  Linien  L  zusammentreffen.  Daß  der  Inbegriff  aller  dieser 
Punkte  zusammen  mit  c  und  (£  eine  einfache  Linie  ist,  erhellt  wie  oben. 
Augenscheinlich  wird  aber  auch,  wenn  die  Kugel  S  um  c  *  <£  bewegt 
wird,  jeder  Punkt  jedes  s"  außer  dem  genannten  Punkt  in  ihr  bewegt 
(S.  54),  und  daher  werden  alle  s"  bewegt  (S.  76),  und  die  ganze  Linie 
wird  ruhen,  wenn  die  Kugel  S  um  c  *  (£  bewegt  wird. 

10.  Nun  ruhte  aber  in  S  auch  der  vorhin  aus  dem  letzten  Ringe  des 
Austritts  erzeugte  Punkt  p,  wenn  S  um  c  *  (£  bewegt  wurde,  und  wenn 
für  das  Zentrum  p  dasselbe  geschieht,  was  von  der  anderen  Seite  her 
für  das  Zentrum  c  geschah,  so  entsteht  eine  Linie  cp,  die  ruht,  wenn 
die  Kugel  um  c  *  (£  bewegt  wird. 

Wenn  sogar  irgend  zwei  andere  Punkte  der  genannten  Linie  ge- 
nommen werden,  so  ließe  sich  die  genannte  Bewegung  der  Kugel  durch- 
führen, während  diese  ruhten,  und  daher  ist  (S.  76)  die  Bewegung  um 
irgend  zwei  der  genannten  Punkte  dieselbe. 

Dagegen  wird  kein  außerhalb  der  genannten  Linie  liegender  Punkt 
der  Kugel  S  ruhen;  denn  er  liegt  entweder  innerhalb  der  äußersten 
aus  c  und  p  erzeugten  Segmente  oder  zwischen  diesen,  und  ein  solcher 
ringsherum  gleichmäßig  bestimmter  Punkt  besitzt  einen  Ring  (nach 
S.  54).  Wenn  er  aber  bei  irgendeiner  Bewegung  um  zwei  Punkte  einen 
Ring  besitzt,  so  beschreibt  er  immer  denselben  Ring  um  dieselben  zwei 
Punkte  (nach  S.  76). 

11.  Weiter  erheUt,  daß  es  zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  des 
Raumes   eine   solche  Linie  gibt;   denn  der  eine  werde  als  Zentrum  an- 
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genommen  und  die  Kngel  mit  dem  anderen  beschrieben  und  das  über 
die  Kugeln  >S'  und  s  Gesagte  angewandt.  Und  hieraus  erhellt  auch, 
daß  eine  solche  Linie,  die  von  irgend  einem  Punkte  eines  endlichen 
Raumbestaudteiles  ausgeht,  daraus  austritt,  weil  aus  jedem  Punkt  eine 
Kugel  erzeugt  werden  kann,  die  den  ganzen  Bestandteil  einschließt. 

12.  Es  fragt  sich  aber,  ob  die  aus  den  Zentren  irgend  welcher  un- 
gleichen Kugeln  erzeugten  [Linien],  wenn  die  Zentren  zusammenfallen, 
bis  zur  Oberfläche  der  kleineren  Kugel  kongruieren  können?  Sicherlich; 
denn  es  werde  (Fig.  11)  die  kleinere  in  die  andere  gebracht,  indem  ihr 
Zentrum  in  das  Zentrum  (£  der  größeren  gelegt  wird,  und  es  sei  "1((£"1(' 
die  Linie  in  der  größeren  Kugel,  die  ruht,  wenn  diese  um  1(  *  !('  be- 
wegt wird;  diese  gehe  in  c  "  c'  durch  die  Fläche  der  kleineren.  Wird 
die  größere  Kugel  um  *!(*(£  bewegt,  so  wird  aUes  außer  der  Linie  I^IC 
bewegt,  und  die  Bewegung  vollzieht  sich  bei  ruhenden  c,  (£.  Daher 
wird  alsdann  auch  die  innere  Kugel  um 
c  *  (£  bewegt,  folglich  wird  (nach  S.  76) 
zwischen  c  und  (£  dasselbe  ruhen  wie 
vorher. 

13.  Mithin  kann  eine  solche  Linie 
auch  aus  irgend  einer  Kugel  nach  einer 
anderen  größeren  [Kugel]  hin  auf  bei- 
den Seiten  verlängert  werden  und  wird 
nicht  innerhalb  irgend  einer  Kugelfläche 
festgehalten. 

14.  Wenn   ferner    a,  b    die  End- 
punkte irgend  einer  solchen  Linie  sind 
und    a',  b'    einer    anderen   und   gleich- 
zeitig  a  nach  a'  und  b  nach  b'  fallen  kann,  so  decken  sich  bei  kon- 
gruenten  Endpunkten  auch  die  Linien. 

Denn  es  möge  die  Linie  ab  zugleich  mit  jener  Kugel,  in  der  sie 
erzeugt  ist,  mag  a  oder  b  in  deren  Zentrum  fallen  oder  nicht,  nach 
C  gebracht  und  a  nach  (£  verlegt  werden,  und  es  werde  eine  die  ver- 
legte Kugel  einschließende  Kugel  um  das  Zentrum  a  beschrieben  und 
um  dasselbe  Zentrum  a  die  Kugel  des  Punktes  b  beschrieben.  Augen- 
scheinlich wird  die  Linie  der  vorher  genannten  Art,  die  A  heiße,  die 
von  der  die  beiden  übrigen  Kugeln  aus  dem  Zentrum  (£  einschließenden 
Kugel  erzeugt  wird,  in  einem  Punkte  f  durch  die  Oberfläche  der  aus 
demselben  Zentrum  (£  erzeugten  Kugel  des  Punktes  b  hindurchtreten; 
es  werde  k  um  (£  zugleich  mit  der  größeren  Kugel  bewegt,  bis  f  nach 
b  fällt,  und  darauf  werde  dieselbe  größere  Kugel  bei  Ruhe  der  Punkte 
b,  a  bewegt;   dann   wird   auch   die   verlegte   eingeschlossene  Kugel  bei 
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Ruhe  derselben  b,  a,  bewegt  werden,  und  es  wird  um  so  mehr  zwischen 
b  und  a  dieselbe  Linie  ruhen,  die  ruhen  würde,  wenn  allein  die  verlegte 
Kugel  bei  Ruhe  derselben  Punkte  bewegt  würde.  Mithin  deckt  sich 
die  verlegte  Linie  ah  mit  der  ruhenden  Linie  der  größeren  Kugel 
zwischen  a  und  b.  Auf  gleiche  Art  läßt  sich  die  Linie  a'b'  zugleich 
mit  jener  Kugel,  in  der  sie  erzeugt  war,  herbeibringen,  so  daß  a  nach 
(£  verlegt  wird,  und  augenscheinlich  wird  auch  a'b'  mit  demselben  kon- 
gruieren, mit  dem  ab  kongruierte. 

15.  Hieraus  erhellt  auch,  daß  eine  solche  Linie  nicht  zurückkehren 
kann;  denn  alsdann  würden  die  beiden  Zweige,  weil  sie  den  einen  Punkt, 
von  wo  zwei  Punkte  auf  verschiedenen  Wegen  wandernd  weiter  bewegt 
würden,  und  den  zweiten,  wo  sie  zum  ersten  Male  zusammenträfen,  ge- 
meinsam haben,  zwischen  denselben  zwei  Punkten  sich  decken. 

16.  Aber  auch  die  Fortsetzungen  der  früheren  Linien  (in  14.) 
decken  sich,  nämlich  die  Fortsetzung  aus  dem  Zentrum  der  verlegten 
Kugel  und  die  Fortsetzung  aus  dem  Zentrum  (£.  Läge  nämlich  ein 
Punkt  p  der  ersten  außerhalb  der  aus  C  hervorgehenden,  beiderseits 
ins  Unendliche  verlängerten  Linie,  so  möge  die  Kugel  des  Punktes  p 
aus  dem  Zentrum  (£  den  Punkt  p'  mit  der  letzten  Linie  gemeinsam 
haben,  und  es  werde  eine  sowohl  diese  als  aucb  die  verlegte  Kugel 
einschließende  Kugel  beschrieben;  wird  diese  bei  Ruhe  von  a,  h  be- 
wegt, so  wird  auch  p'  ruhen,  dagegen  wird  sich  p  bewegen,  was 
nicht  geschehen  könnte,  wenn  p  auf  der  ersten  Verlängerung  läge;  dann 
würde  nämlich  bei  Ruhe  von  a,  b  auch  p  ruhen. 

17.  Mit  einem  Worte,  die  genannte  Linie  ist  (nach  8.)  eine 
Gerade.  Denn  sind  (Fig.  12,  13)  q  und  r  irgend  zwei  Punkte  von  ihr 
(wenn  sie  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  verlängert  wird),  so  umfaßt 
sie  immer  alle  Raumpunkte,  die  Einziges  von  ihnen  sind.  Denn  jeder 
Punkt  der  genannten  Linie  ist  Einziges  von  q  *  r  und  kein  anderer 
Raumpunkt  ist  Einziges  von  q  *  r. 

Es  sei  nämlich  p  irgend  ein  Punkt  der  genannten  Linie.  Dann 
gibt  es  keinen  solchen  von  p  verschiedenen  Punkt  f,  daß 

q  ♦  r  *  p  4=  q  *  r  ♦  f . 

Denn  f  würde  entweder  auf  der  Linie  selbst  oder  außerhalb  liegen,  es 
ist  aber  beides  unmöglich.     Fiele  nämlich  f  in  die  Linie,  so  würde  es 
entweder   in   einem   der  Punkte   q    und  r  liegen,   oder  zwischen  beiden^ 
oder  außerhalb,  und  auch  p  kann  auf  gleiche  Weise  liegen. 

Wenn  p  nach  r  (oder  q)  fällt,  so  kann  es  offenbar  kein  von  p 
(oder  q)  verschiedenes  f  geben,  und  daher  werden  nur  die  anderen  FäUe 
betrachtet. 
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Es  liege  zuerst  p  zwischen  q  und  r;  dann  liegt  auch  f  zwischen  q 
und  r  in  f  oder  f",  oder  außerhalb,  zum  Beispiel  in  f".  Läge  es  in 
f,  dann  müßte,  damit 

q*r*p==q*r*f' 
ist, 

qf'=qp 

sein   (ein  Teil   gleich   dem  Ganzen).     Auf  gleiche  Art   müßte,  wenn   f 
nach  f"  fiele,  alsdann 

q!"=  qv 

sein.     Wenn  aber  f  nach  f"  fiele,  dann  wäre 

q!"'=  qp 
(ebenfalls  ein  Teil  gleich  dem  Ganzen).     Denn  nach  dem  Gesagten  be- 
ginnt eine  solche  Linie  aus  jedem  Punkte  gleichförmig  und  wird  auch 
gleichförmig  fortgesetzt.  .„ 


Fiele   aber  p    außerhalb  9  p 

qr,    zum    Beispiel    nach    p'  i'ig- 1-'- 

(Fig.  13),    so  müßte  f  nach    __v p     r r* 

f  oder  nach  f"  oder  nach  f"  *'         '^  '■ 

oder    nach    r        lallen,    weil 

es   augenscheinlich  in  keinen   der  Punkte   p',  q,  r  fallen  kann.     In   f 

kann  es  nicht  fallen,  weil  dann 

qp'=  qf 
wäre,  und  auch  nicht  in  f",  weil  dann 

qp'=q!" 
wäre,  und  es  fällt  auch  nicht  nach  f",  weil 

=^  rp 
wäre  (der  Teil  gleich  dem  Ganzen),  und  es  fällt  auch  nicht  nach   V" 

weil  dann 

rf""=  rp'  =  rq  +  qp' 
und 

qp  =  qr     =  rq  +  rr 

wäre,  woraus  durch  Einsetzung  des  Wertes  von  qp'  in  die  vorhergehende 

Gleichung  ,„  ,„ 

rr     =  rq  +  rq  +  rr 

folgen  würde. 

Es    gibt    aber    auch    nicht    außerhalb    der    genannten    Linie    ein 
solches  f,  daß 

q*r*p==q*r*f 

ist.  Denn  es  werde  aus  dem  Zentrum  der  Kugel,  in  der  die  genannte 
Linie  erzeugt  zu  werden  anfängt,  eine  den  Punkt  f  einschließende  Kugel 
beschrieben.     Wird  diese   Kugel  bei  ruhenden  r,  q,  p  bewegt,   so   be- 
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wegt  sich  f  (S.  82);  wenn  aber  p  nach  f  fällt,  falls  q  nach  q  und  r 
nach  r  fällt,  so  wird  p,  das  vorher  geruht  hat,  mit  f  um  r  *  q  bewegt 
werden  können  (gegen  S.  76). 

Es  ist  aber  auch  kein  außerhalb  der  genannten  Linie  liegender 
Raumpunkt  f  Einziges  von  q  *  r,  da  ein  solcher  Punkt  bei  der  Be- 
wegung der  soeben  genannten  Kugel  um  q  *  r  ebenfalls  bewegt  würde 
und  daher  nach  anderen  gleich  gelegenen  Punkten  gelangte. 

Folglich  ist  die  eben  genannte  Linie  der  Inbegriff  aller  Punkte, 
deren  jeder  Einziges  irgend  zweier  ihrer  Punkte  ist. 

Wäre  sie  keine  Gerade  und  bestände  aus  Geraden  und  anderen 
Linien,  so  erhellt  leicht,  daß  nicht  jeder  ihrer  Punkte  Einziges  irgend 
zweier  ihrer  Punkte  sein  kann. 

18.  Die  Gerade  ist  auch  eine  Größe.  Denn  man  nehme  irgend 
welche  stetige  Teile  von  ihr  und  lege  den  einen  Endpunkt  des  einen 
auf  den  einen  Endpunkt  des  anderen.  Werden  aus  diesem  Punkt 
als  Zentrum  Kugeln  mit  den  anderen  Endpunkten  beschrieben,  so  ent- 
stehen zwei  durch  die  Oberfläche  der  inneren  Kugel  begrenzte  Teile, 
außer  wenn  beide  zusammenfallen,  deren  Endpunkte,  also  auch  sie  selbst, 
kongruieren  können. 

19.  Die  Gerade  kann  in  sich  weiter  bewegt  werden.  Denn 
nach  dem  Gesagten  setzt  sie  sich  von  jedem  Punkte  p  gleichförmig  ins 
Unendliche  fort. 


[IV.  Erzeugung  der  Ebene] 

20.  Nunmehr  wird  auch  die  Ebene  auf  folgende  Weise  leicht  kon- 
struiert. Durch  die  ringsherum  gleiche  Erzeugung,  bei  der  sich  jeder 
Punkt  um  zwei  Punkte  bis  zur  Rückkehr  weiter  bewegt,  wird  offenbar 
j)  eine    solche    einfache,    in    sich   zu- 

rückkehrende Linie  beschrieben,  die 
auch,  wie  es  die  Gerade  und  die 
Kugellläche  war,  eine  Größe  ist  und 
durch  jeden  ihrer  Punkte  entweder 
nach  vorwärts  oder  nach  rückwärts 
gleichförmig  bestimmt  ist. 

Man  nehme  irgendeinen  sol- 
chen Ring  (Fig.  14);  er  werde  (nach 
S.  78)  in  den  Punkten  a,  b  halbiert,  die  Hälfte  abb  werde  in  ö  halbiert, 
und  die  Mitte  der  Geraden  ab  sei  in  c.  Wegen  der  beiderseits  gleichen 
Erzeugungen  ist  die  aus  den  Geraden  cb  und  ca  zusammengesetzte 
Form  gleich  der  aus  den  Geraden  cb  und  cb  zusammengesetzten  Form, 
und  die  Gerade  bc  steht  also  senkrecht  auf  ab  in  c  (S.  65);  jeder  Punkt 
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der  Geraden  cb  liegt  außerhalb  der  ins  Unendliche  verlängerten  Ge- 
raden ab.  Man  beschreibe  aus  dem  Zentrum  c  eine  die  ganze  Figur 
einschließende  Kugel  und  bewege  sie  um  a  +  b  oder  um  die  ins  Un- 
endliche verlängerte  Gerade  ab.  Jeder  Punkt  der  Geraden  cb  be- 
schreibt einen  Riog,  der  wegen  der  beiderseits  gleichen  Erzeugungen 
mit  beiden  Seiten  sich  selbst  kongruent  ist  (was  von  den  vorher  ge- 
nannten [Ringen]  noch  nicht  feststeht).  Nunmehr  denke  man  sich  die 
Gerade  cb  an  jeder  Stelle  ihres  Weges  über  b  ins  Unendliche  verlängert; 
der  Inbegriff  dieser  Geraden  ist  eine  ringsherum  unendliche,  ringsherum 
und  beiderseits  gleichförmig  erzeugte  Fläche,  sodaß  sie  um  c  in  sich 
bewegt  werden,  mit  beiden  Seiten  sich  selbst  kongruieren  kann  und  den 
Raum  in  zwei  gleiche  Seiten  teilt. 

Diese  Fläche  ist  aber  eine  Ebene.  Sind  nämlich  21  und  B  zwei  be- 
liebige ihrer  Punkte,  so  fällt  jeder  Punkt  <L,  der  Einziges  von  ZI  ♦  B  ist, 
in  die  beiderseits  ins  Unendliche  verlängerte  Gerade  2t  B.  Die  Gerade  ZIB 
liegt  aber  notwendig  in  der  genannten  Fläche;  man  denke  sich  nämlich 
bei  ihrer  Erzeugung  die  nach  b  zu  unendliche  Gerade  cb  aus  21  nach 
B  bis  zu  B  durch  den  eben  genannten  Ring  bewegt;  wenn  sie  nicht 
durch  21 B  hindurchgeht,  wird  sie  entweder  auf  die  eine  oder  auf  die 
andere  Seite  fallen,  beides  ist  jedoch  unmöglich;  denn  wenn  das  eine 
einträte,  müßte  auch  daß  andere  eintreten.  Dasselbe  gilt  auch  von  der 
verlängerten  2t  B;  man  nehme  nämlich  eine  Kugel  aus  dem  Mittel- 
punkt c  mit  einem  größeren  Radius  als  jede  Gerade,  die  von  c  nach 
2t B  geht;  alsdann  wird  sowohl  die  nach  beiden  Seiten  hin  unendliche 
Gerade  2t B  als  auch  die  nach  b  hin  unendliche  [Gerade]  cb  aus  dieser 
Kugel  heraustreten,  woraus  das  Übrige  erhellt.  Man  könnte  auch  kürzer 
sagen:  wenn  die  aus  einem  Punkte  der  Fläche  nach  einem  anderen  ge- 
zogenen Gerade  auf  der  einen  Seite  läge,  so  würde  [eine  solche  Gerade] 
auch  auf  der  anderen  [Seite]  liegen,  und  man  hätte  zwischen  zwei  Punk* 
ten  zwei  Gerade. 

22.  Hieraus  erhellt  ferner,  daß  auch  die  nach  beiden  Seiten  unend- 
liche Gerade  2tB  in  eine  Ebene  fällt,  wenn  zwei  Punkte  2t,  B  darin  sind. 

23.  Es  fragt  sich  aber,  ob  es  durch  irgend  drei  Punkte  2t,  B,  C, 
auch  wenn  sie  nicht  in  einer  Geraden  sind,  eine  Ebene  gibt? 
Sicherlich;  denn  2t  +  B  (aus  Fig.  15)  läßt  sich  in  die  genannte  Ebene  legen, 
indem  2t  nach  c  gelegt  (Fig.  14)  und  aus  c  nach  b  eine  der  Geraden  21 B 
gleiche  Gerade  genommen  wird.  Läge  nun  (£  nicht  in  dieser  Ebene,  so 
beschreibe  man  aus  dem  Zentrum  c  mit  dem  Punkte  (£  die  Kugel  und 
es  sei  z.  B.  die  Gerade 

c(£  =  cb  =  ca-^ 

augenscheinlich  wird  die  Kugel  des  Radius  cC  aus  dem  Zentrum  c 
durch    die   Ebene    in    eine    obere    und  eine  untere  Hälfte  geteilt,  und 


88 


Wolfgang  Bolyai,  Stücke  aus  dem  Teutamen  (1832) 


t>«\;. 


wird  die  Kugel  um  ab  bewegt,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Kugel- 
fläche außer  a  und  b  einen  oberen  und  einen  unteren  Halbring,  und 
da,  wo  der  Punkt  (£  hindurchtritt,  bat  man  das  Gesuchte. 

24.  Es  ist  sogar  unmöglich,  durch  dieselben  nicht  in  einer  Geraden 
liegenden  Punkte  21,  3,  (L  eine  andere  Ebene  zu  legen.  Wird  nämlich 
in  dem  Vorhergehenden  21  nach«  c  und  3  nach  b  gelegt  und  fällt  (L 
in  die  dort  erzeugte  Ebene,  so  möge  irgendeine  andere  Ebene  (oder 
auch  ein  anderer  Teil  derselben  Ebene)  durch  2t  *  3  *  (£  gelegt  werden; 
dann  kann  kein  Punkt  p  (Fig.  15)  der  einen  außerßalb  der  anderen 
liegen.  Weil  nämlich  die  Endpunkte  der  Geraden  3C  und  21 C  in 
beide  fallen,  so  fallen  auch  die  Geraden  ganz  in  beide  Ebenen.  Be- 
findet sich  jetzt  der  Punkt  p  in  einer  von  ihnen,  so  liegt  er  entweder 

oberhalb  der  aus  2t(£,  C3  und  den 
Verlängerungen  der  Geraden  2(3  aus 
21  zur  Linken  und  aus  3  zur  Rech- 
ten zusammengesetzten  Linie  oder 
unterhalb  dieser.  Liegt  er  oberhalb, 
so  geht  die  Gerade  pq  durch  die  ge- 
nannte zusammengesetzte  Linie;  wenn 
diese  durch  eine  der  beiden  Verlänge- 
rungen der  Geraden  2t 3  ginge,  so 
würde  der  Durchtrittspunkt  und  q, 
also  auch  p,  in  die  unendliche  2t  3 
fallen;  ginge  sie  aber  durch  21  (£  oder 
(£3,  so  geschehe  dies  in  f;  dann  ist  die  Gerade  fq  beiden  Ebenen  ge- 
meinsam, und  die  den  Punkt  p  enthaltende  Verlängerung  fällt  in  beide 
hinein.  Liegt  er  aber  unterhalb  in  p'  oder  p",  so  geht  die  Gerade 
aus  einem  dieser  Punkte  bis  nach  dem  bereits  gemeinsamen  Punkte  p 
durch  die  genannte  zusammengesetzte  Linie  aus  einer  Seite  auf  die  an- 
dere und  es  sind  den  beiden  Ebenen  wiederum  zwei  Punkte,  also  auch 
die  Gerade  durch  sie  gemeinsam. 

25.  Augenscheinlich  fäUt  auch  (in  Fig.  14)  die  aus  c  verlängerte 
Gerade  cö  in  die  zuerst  erzeugte  Ebene  (S.  87)  und  teilt  die  Ebene 
wegen  der  beiderseits  gleichen  Erzeugungen  in  zwei  gleiche  Seiten, 
und  da  jede  Gerade  der  Ebene  P  zugleich  mit  der  Ebene  P  in  der 
Weise  nach  cb  gelegt  werden  kann,  daß  F  mit  der  zuerst  erzeugten 
Ebene  zusammenfällt,  so  wird  offenbar  jede  Ebene  durch  jede  in  ihr 
liegende  Gerade  in  zwei  Seiten  geteilt,  die  alle  unter  sich  den  früheren 
gleich  sind.  Es  leuchtet  sogar  ein,  daß,  wenn  ein  beliebiger  Punkt  einer 
Ebene  in  den  genannten  Punkt  c  gelegt  wird  und  die  Ebenen  kon- 
gruieren,   auch    die   Kreise    mit   irgendwelchen   gleichen   Radien   gleich 
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sind,   und    daß   auch   ein  in   einer  Ebene   bewegter  Punkt  diese  Ebene 
in  derselben  Ebene  mit  sich  tragen  kann. 

26.  Ebenso  erhellt  durch  Beschreibung  eines  Kreises,  daß  die 
Winkelforraen  zweier  Geraden  kongruent  sind,  wenn  die  aus  den 
Scheitelpunkten  mit  gleichen  Radien  beschriebenen  Bogen  zwischen  den 
Schenkeln  gleich  sind,  und  auch  alle  rechtwinkligen  Formen  gleich  sind, 
ebenso,  daß  es  aus  einem  Punkte  einer  Geraden  in  der  Ebene  nur  eine 
Senkrechte  gibt  und  die  Summe  der  auf  einer  Seite  einer  Geraden  um 
den  Punkt  c  liegenden  Winkel  =2R  ist  und  daß  umgekehrt  zwei  c 
gemeinsam  habende  Gerade  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  die  Summe 
der  Winkel  auf  einer  Seite  =2R  ist,  unter  R  den   Rechten  verstanden. 

27.  Ofienbar  ist  auch  die  Ebene  eine  Größe;  werden  nämlich 
irgendwelche  zwei  Bestandteile  von  ihr  genommen  und  je  ein  innerer 
Punkt  von  beiden  nach  dem  genannten  c  gebracht,  sodaß  auch  die 
Bestandteile  in  die  zuerst  erzeugte  Ebene  hineinfallen,  so  werden  die 
Kreise  kongruieren,  die  aus  c  mit  einer  solchen  Geraden  als  Radius 
beschrieben  werden,  die  nicht  kleiner  ist  als  irgend  eine  Gerade  von 
c  bis  zum  Umfang,  und  es  gilt,  was  S.  3S  gesagt  wurde. 

§  15 
[Beziehungen  zwischen   Geraden  und  Ebenen] 

1.  Wenn  eine  Gerade  mit  einer  Geraden  oder  einer  Ebene 
etwas  gemeinsam  hat,  so  ist  es  nur  ein  Punkt;  denn  wenn  zwei 
Punkte  gemeinsam  sind,  fällt  die  eine  Gerade  in  die  andere,  ins  Unend- 
liche verlängerte  [Gerade]  hinein  und  auf  gleiche  Art  in  die  Ebene. 

2.  Eine  Ebene  hat  aber  mit 
einer  Ebene,  wenn  beide  als  unendlich 
aufgefaßt  werden,  entweder  nichts 
oder  eine  unendliche  Gerade  ge- 
meinsam, und  sowohl  eine  Gerade 
als  auch  eine  Ebene  die  eine  Ge- 
rade oder  Ebene  schneiden,  treten 
auf  die  andere  Seite  hinüber.  Denn 
(Fig.  16)  die  Gerade  ab  schneide  die 
Gerade  bq;  träte  sie  nicht  auf  die  an- 
dere Seite  der  durch  abq  bestimmten 
Ebene  hinüber,  so  fiele  sie  notwendig 
[auf  derselben  Seite]  etwa  nach  bf;  denn  mit  qp  hat  sie  keinen  Punkt 
außer  b  geraeinsam,  weil  sie  sonst  ganz  hineinfiele.  Daher  wäre  abf 
eine  Gerade,  und  sowohl  ß  als  auch  a  -\-  ß  i-  y  wären  der  halbe  Um- 
fang des  Radius  bf. 


Fig.  16. 
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Daher  tritt  ab  auch  durch  eine  Ebene  hindurch,  wenn  sie  mit  ihr 
b  (und  nichts  anderes)  gemeinsam  hat;  wenn  sie  nämlich  auf  derselben 
Seite  bliebe,  so  wird  augenscheinlich  für  jeden  Punkt  q  der  in  b  ge- 
schnittenen Ebene  der  vorhergehende  Fall  stattfinden. 

Wenn  daher  zwei  Ebenen  P  und  p  den  Punkt  b  gemeinsam  haben, 
80  ziehe  man  aus  irgendeinem  Punkte  a  von  p,  der  ihm  mit  P  nicht  ge- 
meinsam ist,  die  Gerade  ab;  sie  wird  nach  dem  Vorhergehenden  durch 
P  hindurchtreten;  darauf  beschreibe  man  in  der  Ebene  p  einen  Halb- 
kreis aus  dem  Zentrum  b  mit  dem  Radius  ah-^  er  wird  durch  P  hin- 
durchtreten, und  die  Gerade  durch  diesen  Punkt  und  durch  den  Punkt 
b  wird  sowohl  in  P  als  auch  in  p  hineinfallen;  es  ist  beiden  aber 
außerdem  kein  Punkt  gemeinsam,  denn  sonst  würden  beide  zusammen- 
fallen.   Gleichzeitig  erhellt,  daß  p  auch  auf  die  andere  Seite  hinübertritt. 

3.  Daß  es  aus  jedem  Punkte  einer  Geraden  eine  auf  ihr  senk- 
rechte gibt,  erhellt  aus  Fig.  14  (S.  86);  wie  auch,  daß  es  aus  jedem 
Punkte  einer  Ebene  eine  auf  der  Ebene  senkrechte  Gerade  gilt,  weil 
jede  Ebene,  wenn  man  irgendeinen  Punkt  nach  c  bringt,  mit  der  dort 
zuerst  erzeugten  [Ebene]  kongruieren  kann. 

Daß  es  aus  jedem  Punkte  sowohl  auf  eine  Gerade  als  auch  auf 
eine  Ebene  ein  Lot  gibt,  soll  freilich  erst  später  bewiesen  werden. 
Es  erhellt  aber  leicht,  daß  es  aus  demselben  Punkte  nicht  zwei  ver- 
schiedene Lote  auf  dieselbe  Gerade  oder  dieselbe  Ebene  gibt;  denn 
alsdann  würden  jene  zwei  Geraden  mit  der  die  Fußpunkte  jener  Lote 
verbindenden  Geraden  ein  solches  Dreieck  bilden,  bei  dem  beide  Winkel 
an  der  Grundseite  Rechte  wären.  Das  ist  aber  unmöglich,  weil,  wenn  zwei 
zu  derselben  Geraden  [senkrechte]  Gerade  in  derselben  Ebene  auf  der- 
selben Seite  zusammenträfen,  wegen  der  beiderseits  gleichen  Erzeugungen 
dasselbe  auch  auf  der  anderen  Seite  geschehen  und  daher  die  beiden  Ge- 
raden wegen  der  zwei  gemeinsamen  Punkte  zusammenfallen  würden. 

4.  Wenn  ferner  eine  Gerade  auf  zwei  Geraden  6c  und  Ic 
(Fig.  17*))  einer  Ebene  senkrecht  steht,  so  steht  sie  auf  allen 
[Geraden  durch  c]  und  daher  auf  der  durch  fcö  bestimmten  P 
senkrecht.  Denn  es  sei  cp  L  cf  und  cq  l_  c6;  fcp  werde  um  f c  weiter 
bewegt,  bis  es  zurückkehrt,  ebenso  6cq  um  6c;  der  Weg  von  CTp  wird 
(nach  S.  87)  die  Ebene  K  sein,  die  alle  Senkrechten  enthält,  welche 
in  c  auf  fc  errichtet  werden  können;  ebenso  ist  der  Weg  von  cq  eine 
Ebene  Q,  die  alle  Senkrechten  aus  c  auf  6  c  enthält.  Es  gibt  aber  aus 
c  eine  Senkrechte  auf  die  Ebene  P,  und  diese  steht  sowohl  auf  fc  als 
auch   auf  6  c   senkrecht.      Allein  es   gibt  nur  eine   solche   Gerade,    die 


*)  [Die  Figuren  17,  18,  20,  21  finden  sich  auf  einer  Tafel  am  Ende  des  Buches]. 
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gleichzeitig  auf  fc  und  bc  senkrecht  steht,  nämlich  den  Schnitt  der 
Ebenen  K  und  Q;  es  muß  nämlich  die  Senkrechte  aus  c  auf  fc  in 
K  und  die  Senkrechte  aus  c  auf  öc  in  ^  liegen;  daher  muß  jene,  die 
sowohl  auf  fc  als  auch  bc  senkrecht  steht,  sowohl  in  K  als  auch  in  Q 
vorhanden,  das  heißt  beiden  gemeinsam  sein.  Folglich  ist  die  auf  fc 
und  bc  gleichzeitig  senkrechte  Gerade  auch  eine  Senkrechte  auf  P. 

5.  Auch  jede  Ebene  p,  in  welcher  eine  Senkrechte  auf  P 
liegt,  steht  auf  P  senkrecht.  Der  Winkel  zweier  Ebenen  wird 
nämlich  auf  folgende  Weise  erzeugt.  Auf  der  Geraden  ab  mögen  (Fig.  18*)) 
die  gleichen  Geraden  bc,  fe  in  derselben  Ebene  senkrecht  stehen,  und 
es  sei  ac  =  bc-  die  obere  Seite  der  Ebene  werde  um  a  *b  weiter  be- 
wegt, bis  sie  zurückkehrt;  die  Punkte  b,  f 
beschreiben  gleichzeitig  gleiche  Bogen  von 
Kreisen  des  gleichen  Radius,  wegen  der  durch- 
aus gleichen  Erzeugungen.  Ist  ebenso  gl^Lgb 
und  wird  pg  =  eq  angenommen,  so  werden  bei 
der  Bewegung  der  Figur  um  p  *  q  die  gleich- 
zeitigen Wege  der  Punkte  bj  und  f  gleich, 
wegen  der  gleichen  Erzeugungen;  aber  f  wird 
auf  dieselbe  Weise  bewegt,  gleichgiltig  ob 
a  *  b  oder  p  *  q  ruhen,  weil  alle  zugleich  ruhen 
müssen.  Folglich  beschreiben  die  Endpunkte 
aller  gleichen  Senkrechten  gleiche  gleichzeitige 
Bogen.  Nun  ist  aber  (S.  63)  die  Größe  des 
Winkels  der  Ebenen  ein  solcher  Weg;  und 
ist  er  ein  Quadrant,  so  steht  (S.  65)  die  Ebene 
auf  P  senkrecht.  Hieraus  erhellt,  daß  die  Größe  des  Winkels  der 
Ebenen  der  Größe  des  Winkels  der  Senkrechten  aus  irgendeinem  Punkte 
ihres  Schnittes  gleich  ist. 

6.  Zu  jedem  Winkel  sowohl  von  zwei  Geraden  als  auch  von 
zwei  Ebenen  erhält  man  vermöge  ihres  Durchtritts  auf  die  andere  Seite 
seinen  Scheitelwinkel;  daß  diese  für  gerade  Linien  gleich  sind, 
erhellt  auch  folgendermaßen.  Diese  Scheitelwinkel  seien  u  und  v  (Fig.  19); 
wären  sie  nicht  gleich,  so  wäre  der  eine,  zum  Beispiel  u,  >  als  der  an- 
dere V,  und  wird  ß  um  c  bewegt,  bis  der  Endpunkt  den  Bogen  d  be- 
schreibt, so  ist  y  >  <J  bei  gleichen  Halbmessern  a  und  ß.  Man  mache 
if  =  d;  wegen  der  gleichen  Erzeugungen  wird,  wenn  a  um  c  bewegt  wird, 
(gemeint  ist,  in  derselben  Ebene)  bis  es  den  Bogen  2  =  d  beschreibt,  auch 
2  <  als  der  Bogen  sein,  den  der  Endpunkt  von  ß  unterdessen  beschreibt. 


Fig.  19. 


*)  [Die  Figuren  17,  18,  20,  21  finden  sich  auf  einer  Tafel  am  Ende  des  Buches.] 
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Dieser  Bogen  ist  aber  augenscheinlich  <  d  wegen  des  Durchtritts  der 
Geraden  durch  die  Geraden  ß  und  s  auf  die  andere  Seite.  Folglich 
wäre  s,  das  =  d  ist,  kleiner  als  ein  Bogen,  der  kleiner  als  d  ist.  Auf 
gleiche  Art  erhellt  es,  wenn  v  >  m  wäre,  und  auf  gleiche  Art  von  dem 
anderen  Paare  von  Scheitelwinkeln. 

Werden  die  Geraden  verlängert,  deren  Winkel  der  Größe  nach  dem 
Winkel  der  Ebenen  gleich  ist,  so  sind  augenscheinlich  auch  die  Scheitel- 
winkel der  Ebenen  gleich. 

7.  Der  Schnitt  einer  durch  das  Zentrum  einer  Kugel  gelegten  Ebene 
mit  der  Kugelfläche  ist  offenbar  ein  Kreis,  dessen  Radius  dem  Radius 
der  Kugel  gleich  ist  (S.  87);  er  wird  ein  größter  Kreis  genannt;  zwei 
durch  das  Zentrum  c  gelegte  Ebenen  aber  schneiden  einander  in  einer 
Geraden,  die  von  dem  Zentrum  ausgeht,  und  ihr  auf  der  Kugelfläche 
liegender  Punkt  p  ist  den  aus  dem  Zentrum  in  den  beiden  Ebenen  be- 
schriebenen größten  Kreisen  gemeinsam;  offenbar  liefert  die  Verlängerung 
derselben  Geraden  (des  Schnittes  der  beiden  Ebenen)  auch  den  anderen 
gemeinsamen  Punkt  derselben  Kreise. 

8.  Der  Winkel  zweier  größter  Kreise  der  Kugel  wird  nun  eine 
respektive  Größe  durch  den  Bogen,  durch  den  die  Größe  des  Winkels 
der  Ebenen  ausgedrückt  wird,  in  denen  jene  Kreise  liegen.  Wenn  also 
(Fig.  20*))  von  einem  oberhalb  der  Tafel  gelegenen  Punkte  p  auf  zwei 
größten  Kreisen  Quadranten  angenommen  werden,  pa  in  dem  einen  und 
pb  in  dem  andern,  so  wird  der  Bogen  ah  des  größten  Kreises  ihren 
Winkel  darstellen;  denn  pc  ist  der  Schnitt  der  Ebene  pca  mit  der 
Ebene  pch,  und  wegen  der  Quadranten  pa,  pb  sind  die  Winkel  pca, 
Tpcb  Rechte. 

9.  Daher  werden  auch  die  Bogen  der  auf  dem  Bogen  ab  senk- 
rechten größten  Kreise  in  dem  Endpunkt  der  Quadranten  zu- 
sammentreffen, in  dem  sogenannten  Pole  des  Kreises,  dessen  Bogen 
ab  ist.  Denn  pc  steht  zugleich  auf  ac  und  bc  senkrecht,  und  daher 
steht  es  auch  auf  der  ganzen  Ebene  abc  senkrecht;  also  stehen  auch 
die  Ebenen  acp,  bcp  auf  der  Ebene  abc  senkrecht  (S.  91),  folglich  ist 
der  Winkel  beider  Quadranten  mit  dem  Bogen  ab  ein  Rechter.  Mithin 
treffen  die  auf  ab  senkrechten  Bogen  aus  a  und  b  in  p  zusammen. 
Wird  aber  die  Figur  um  pc  bewegt,  so  kann  von  a  offenbar  jeder  be- 
liebige Bogen  beschrieben,  und  aus  jedem  Punkte  des  Bogens  ab  nur 
ein  einziger  senkrechter  Kreis  erzeugt  werden. 

10.  Wenn  aber  die  Ebenen  P  und  Q  einander  in  der  Geraden  ab 
unter  rechtem  Winkel  schneiden,  so  steht  das  aus  jedem  Punkte  p  von 


*)  [Die  Figuren  17,  18,  20,  21  finden  sich  auf  einer  Tafel  am  Ende  des  Buches.] 
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P  auf  ab  gefällte  Lot  seukrecht  auf  Q,  und  die  aus  jedem  Punkte  von 
ab  auf  Q  errichtete  Senkrechte  liegt  in  P.  Denn  es  sei  pb  L  ab\  man 
ziehe  in  der  Ebene  Q  zu  ab  die  Senkrechte  bf;  der  Winkel  pbf  wird 
ein  Rechter  sein,  weil  PL.  Q,  also  steht  pb  auf  zwei  Geraden  der 
Ebene  Q,  nämlich  ab  und  bf  senkrecht,  folglich  steht  es  auch  auf  Q 
senkrecht. 

Jede  Senkrechte  aus  a  auf  die  Ebene  Q  liegt  in  der  Ebene  P; 
denn  läge  sie  außerhalb,  so  gäbe  es  aus  demselben  Punkte  a  zwei  Senk- 
rechte, weil  nach  dem  Vorhergehenden  die  in  P  liegende  Senkrechte 
aus  a  auf  ab  auf  Q  senkrecht  steht. 

11.  Wenn  überhaupt  zwei  Ebenen  P  und  /)  einander  schneiden 
und  beide  auf  der  Ebene  Q  senkrecht  stehen,  so  steht  ihr 
Schnitt  auf  Q  senkrecht.  Denn  wenn  P\_  Q  und  zugleich  pL^Q 
ist,  so  sei  Ä  der  Schnitt  der  Ebenen  P  und  Q  und  a  der  Schnitt  der 
Ebenen  p  und  Q;  da  A  und  a  in  Q  liegen,  schneiden  sie  sich,  weil, 
falls  sie  sich  nicht  schnitten,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  auch  die  aus  Ä 
und  a  auf  Q  senkrechten  Ebenen  einander  nicht  schnitten.  Der  Schnitt 
der  Geraden  A  und  a  sei  in  a;  die  Senkrechte  aus  a  auf  Q  liegt  nach 
dem  Vorhergehenden  sowohl  in  P  als  auch  in  p^  also  in  dem  einzigen 
Schnitt  der  Ebenen  P  und  p,  dem  a  augehört. 

12.  Vorausgesetzt,  was  erst  später  bewiesen  werden  wird,  daß  die 
Hypotenuse  größer  ist  als  die  Kathete,  und  daß,  wenn  die  Geraden 
wachsen,  die  von  demselben  beliebigen  Punkte  außerhalb  eines  Umfangs 
nach  diesem  gezogen  werden,  der  Winkel  am  Zentrum  wächst,  so  er- 
hellt leicht  hinsichtlich  des  Winkels,  den  eine  Gerade  ac  mit  der  Ebene 
P  bildet,  in  der  um  das  Zentrum  c  der  Kreis  des  Radius  bc  beschrieben 
ist,  daß,  wenn  nur  nicht  ac  1_  P  ist,  der  Winkel  acb  ein  Minimum  ist 
(S.  64).  Es  sei  nämlich  b  der  Punkt,  in  dem  das  Lot  aus  a  P  trifft; 
dann  ist  die  Kathete  bc  <  als  die  Hyptenuse  ac^  wird  darauf  in  P  mit 
dem  Radius  bc  der  Kreis  beschrieben,  so  ist  jeder  Winkel  bca  >  bca, 
denn  man  denke  sich,  daß  a  oberhalb  der  Ebene  bbc  liege;  in  dem 
geradlinigen  Dreieck  abö  wird  der  Winkel  bei  b  ein  Rechter  sein, 
weil  ab  1_  P,  und  daher  ist  die  Hypotenuse  ab  >  ab.  Nunmehr  be- 
trachte man  die  beiden  Dreiecke  abc  und  abc,  lege  c  auf  c  und  a 
auf  a,  und  drehe  beide  Dreiecke  (Fig.  21*))  auf  dieselbe  Seite  der  Ge- 
raden ca  in  P;  aus  den  Voraussetzungen  folgt  dann,  daß  der  Winkel 
acb  <  acb  ist. 


*)  [Die  Figuren  17,  18,  20,  21  finden  sich  auf  einer  Tafel  am  Ende  des  Buches.] 
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§16  ] 

[Das  Parallelen-Axiom]  | 

Wir  müssen  auch  von  den  Geraden  und  Ebenen  sprechen,  die  ein-  "" 
ander  nicht  schneiden,  selbst  wenn  sie  ins  Unendliche  verlängert  wer-  ' 
den.  Wenn  (Fig.  22)  die  Geraden  ac  und  b6  auf  der  Geraden  ah,  i 
die  in  derselben  Ebene  liegen  oder  auch  nicht,  senkrecht  stehen,  so  ' 
haben  sie  keinen  Punkt  gemeinsam  (S.  90);  ebenso  haben,  wenn  cab6  , 
um  ah  bis  zur  Rückkehr  bewegt  wird,  die  Ebenen  ", 
durch  die  Geraden  ac  und  bö,  auch  wenn  sie  als  un-  j 
endlich  aufgefaßt  werden,  keinen  Punkt  gemeinsam;  denn  j 
dort  müßten  irgendeine  Gerade  ac  und  irgendeine  Ge- 
rade bö  verlängert  einander  schneiden. 

Werden  diese  beiden  Ebenen  durch  eine  dritte  ge- 
schnitten, so  liegen  offenbar  die  Geraden,  in  denen  diese 
die  früheren  schneidet,  in  derselben  dritten  Ebene,  und 
doch  schneiden  sie  einander  doch;  weil  alsdann  die  bei- 
'^' '  den  früheren  [Ebenen]  jenen  Punkt,  in  dem  diese  [Ge- 

raden] einander  schnitten,  gemeinsam  hätten. 

I.  Es  fragt  sich  aber,  ob  es  durch  den  Punkt  a  allein  die  frühere 
Ebene  gibt,  welche  die  spätere,  nämlich  den  Weg  der  vorher  genannten  ij 
Geraden  bö,  nicht  -schneidet?  Und  diese  Frage  kommt  darauf  hinaus,  1 
ob  es  durch  a  allein  eine  Gerade  ac  in  derselben  Ebene  gibt,  welche  , 
die  Gerade  bb  nicht  schneidet? 

Es  wird  sich  herausstellen,  daß  es  entweder  nur  eine  Gerade  und 
nur  eine  Ebene  in  irgendeinem  Falle  oder  unzählige  in  jedem  Falle  gibt. 

II.  Man  bewege  ah  (die  mit  der  Geraden  hb  den  Winkel  v  bildet, 
der  zum  Beispiel  =  R  sei,  wo  R  den  Rechten  bedeutet)  um  a  (Fig.  22) 
durch  einen  Quadranten  bis  ac]  eine  Zeit  lang  wird  ab  sowohl  den 
Quadranten  als  auch  die  Gerade  bS  immer  weiter  schneiden,  aber,  wenn 
sie  nach  ac  gelangt,  schneidet  sie  nicht;  mithin  muß  es  (nach  S.  34) 
einen  gewissen  letzten  Punkt  p  des  Quadranten  geben,  für  den  die  aus 
a  gezogene  Gerade  so  beschaffen  ist,  daß  jede  andere  innere  die  Ge- 
rade hb  schneidet.  Diese  selbst  jedoch  schneidet  bö  nicht;  denn  das 
müßte  in  einem  gewissen  Punkte  von  bö  erfolgen,  und  da  die  Gerade 
bö  auf  die  [andere]  obere  Seite  der  schneidenden  Geraden  hindurchtritt,  \ 
so  würde  sie  noch  unzählig  viele  Punkte  besitzen,  in  denen  eine  um  | 
a  weiter  bewegte  Gerade  sie  schneiden  könnte;  folglich  Avürde  die  Gerade  \> 
ap  nicht  die  letzte  von  denen  sein,  innerhalb  deren  jede  die  Gerade  bö  \\ 
schneidet.  Mithin  ist  ap  die  erste  nicht  schneidende.  Es  fragt  sich  |i 
aber,  wie  groß  der  Winkel  u,  nämlich  der  Bogen  bp  ist? 


Tafel  zu  Seite  90  bis  93. 
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Die  Bedeutung  des  elften  Euklidischen  Axioms  besteht  darin,  daß 
die  Geraden  ac  und  bb  sich  gegenseitig  schneiden,  wenn  an 
die  Endpunkte  einer  beliebig  großen  Geraden  ah,  auf  derselben 
Seite,  Gerade  ac  und  b6  angelegt  werden  und  die  Summe  der 
inneren  Winkel  «  und  v  um  irgend  eine  Größe  kleiner  ist  als 
zwei  Rechte  und  beliebig  [auf  tt  und  v]  verteilt. 

Hierin  sind  drei  Sätze  enthalten,  von  denen  jeder  allein  zum  Be- 
weise der  beiden  anderen  vollständig  ausreichen  würde,  nämlich 

1.  wenn  für  ein  einziges  ab  u  nicht  <  R  ist,  so  ist  für  beliebig 
großes  ab  die  Summe  der  zwei  inneren  [Winkelj  u  und  v  für  irgend 
welche  einander  zuerst  nicht  schneidende  Gerade  =  2R. 

2.  wenn  es  feststände,  daß  die  Summe  der  genannten  inneren  Winkel 
u  und  V  nicht  kleiner  als  jede  angebbare  Größe  werden  kann,  obwohl 
die  Gerade,  an  deren  Endpunkte  sie  nach  derselben  Seite  angelegt  sind, 
größer  wird,  als  jede  angebbare  Größe,  so  wäre  es  dann  auch  sicher, 
daß  in  jedem  Falle  u-]-v  =  2R  ist.  Könnte 
nämlich  für  einen  beliebig  kleinen  Winkel 
M  (Fig.  23)  ap  in  solche  Ferne  gebracht 
werden,  daß  die  iu  a  unter  dem  Winkel  u 
angelegte  Gerade  die  erste  nicht  schneidende 
von  bb  ist,  so  werden,  wenn  auch  jenseits 
bb  in  dem  Abstände  a'b  gleich  ab  der 
Winkel  ti  angelegt  wird,  beide  Winkel  der  einander  zuerst  nicht  schnei- 
denden  Geraden  aus  a  und  a'  (wie  leicht  erhellt)  =  ii  und  die  Summe 
der  inneren  =  2u  sein,  was  '— ^  0.  Und  es  wird  (wie  sich  herausstellen 
wird)  entweder  jedes  u  =  K  oder  es  wird  ti  ^-^  0,  wenn  ab  '-^  oo. 

3.  Wenn  es  feststände,  daß,  sobald  die  Geraden,  die  unter  gewissen 
Winkeln  u  und  v  an  die  Endpunkte  einer  gewissen  Geraden  angelegt 
sind,  einander  schneiden,  auch  die  Geraden,  die  unter  den  Winkeln  u  -\-  z 
und  V  —  ^  an  die  Endpunkte  derselben  Geraden  angelegt  sind,  einander 
schneiden  (nämlich  für  dieselbe,  beliebig  verteilte  Summe  der  inneren 
[Winkel]),  so  würde  dann  auch  alles  sehr  leicht  feststehen. 

Es  ißt  kaum  zu  begreifen,  daß  ein  so  großer  Geometer  ein  solches 
Axiom  aufstellen  konnte;  allein  es  findet  sich  in  den  alten  Manuskripten 
unter  den  Forderungen.  In  Wahrheit  läßt  sich  die  ganze  Geometrie 
Euklids  als  ein  einziger  Lehrsatz  ansehen,  wenn  man  sagt;  Wird  A 
gesetzt,  so  ist  auch  G  gesetzt  (unter  A  das  XL  Axiom,  unter  G 
die  Geometrie  verstanden).  Jedoch  darf  mit  gleicher  Berechtigung  das, 
was  gesetzt  werden  muß,  und  das  Gegenteil  davon  gesetzt  werden;  denn 
alle  übrigen  Axiome  vertragen  sich  in  gleicher  Weise  sowohl  damit, 
daß   M   (Fig.  22)   ein   Rechter   ist,   als   auch   damit,   daß  es  kleiner  ist. 


Fig.  2a. 
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ja  sogar,  wie   groß   es   auch   zwischen   R,   einschließhch   bis   zu   0   ai 
schließlich  ist.     So  entstehen  zwei  Systeme,  je  nachdem  m  =  oder  < 
gesetzt  wird;  jedes  von  beiden  ist  wahr,  das  eine  unter  der  Bedingui, 
daß  w  =  R  ist,  daß  andere,  daß  w  <  R  gesetzt  wird;  freilich  ergeben  sii 
entgegengesetzte  Behauptungen  in  Bezug  auf  das,   was  von  der  Grö; 
des   genannten   u   abhängt.     Ja   es   entstehen  sogar  unzählige  Systen 
je  nach   der  Größe,   die   für  u   bei   einer  gewissen  Geraden  ab  vorai 
gesetzt  wird;  diese  stimmen  jedoch  in  gewisser  Beziehung  überein  u 
sind   alle  unter   dem   allgemeinen   System    enthalten,    das   sich    auf  c 
Annahme  m  <.  R  stützt;  zum  Beispiel  wird  bei  allen  [Systemen]  (Fig.  2) 
die  Summe   der   inneren  Winkel   für  Gerade,   die   einander   zum   erst 
Male  nicht  schneiden,  > —  0,  wenn  der  Abstand  ' —  oo ;  ebenso  die  Sum 
der  Winkel  des  geradlinigen  Dreiecks  "-^  0,  wenn  jede  Seite  ' —  oo 

Wenn  daher  beide  Systeme  ausgearbeitet  sind,  so  gibt  es,  obwo 
sich  mittels  der  übrigen  Axiome  nicht  entscheiden  läßt,  welches 
Wirklichkeit  gilt,  in  dem  Sinne  eine  Geometrie,  daß  nicht  allein  jed 
der  genannten  Systeme  auf  Grund  seiner  Voraussetzungen  wahr  i 
sondern  daß  es  auch  unbedingt  wahr  ist,  daß  eines  von  beiden  in  Wir 
lichkeit  gilt,  jedoch  mit  der  Einschränkung,  daß,  auch  wenn  es  fes 
stände,  daß  das  System  für  u  <  R  in  Wirklichkeit  gilt,  die  Größe  desse 
was  gerade  von  der  bestimmten  Größe  des  [Winkels]  u  abhängt, 
kleiner  ist  als  ein  Rechter,  insoweit  unentschieden  bleibt. 

Andei^s  steht  es,  wenn  der  Gegenstand  nicht  a  priori,  sondern  hi 
sichtlich  der  Praxis  betrachtet  und  (Fig.  22)  der  Winkel  der  Geraden 
für  eine  gegebene  ah,  solange  jene  noch  die  Gerade  bö  schneidet,  a  posi 
riori  gemessen  wird;  dann  wird  es  wenigstens  a  posteriori  feststehen,  di 
u  von  einem  Rechten  für  so  große  Linien,  wie  wir  erproben  könne 
nicht  erheblich  verschieden  ist.  Wie  stände  es  aber,  wenn  ab  bis  zu 
Sirius  verlängert  würde  oder  noch  weiter?  Wie  dem  auch  sei,  so  komiij 
die  Zeit,  die  seit  Ewigkeit  verschwisterte  Genossin  des  Raumes,  diesem  ; 
Hilfe,  und  ermahnt,  da  die  Bewegungen  der  Himmelskörper  mit  di 
Rechnungen  übereinstimmen,  die  auf  der  Annahme  m  =  R  beruhen,  f 
den  ganzen  Bereich  unserer  Messungen  in  der  Praxis  bei  dieser  A 
nähme  unbedenklich  stehen  zu  bleiben. 

III.  AUe  Systeme  allgemein  umfassend,  die  uns,  wenn  außer  di 
übrigen  Axiomen  kein  weiteres  gesetzt  wird,  subjektiv  möglich  sind,  d 
heißt,  von  denen  nur  eines  gilt,  ohne  daß  wir  jedoch  entscheiden  könne 
welches  absolut  wahr  ist,  hat  der  Verfasser  des  Appendix  [Johaj 
Bolyai]  den  Gegenstand  mit  einzigartigem  Scharfsinn  angegriflFen  ui 
eine  für  jeden  Fall  absolut  wahre  Geometrie  aufgestellt;  freilich  hat 
von   der  großen  Masse  nur  das  aUernotwendigste  in  dem  Appendix 
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diesem  Bande  auseinandergesetzt  und  vieles  der  Kürze  wegen  weggelassen, 
wie  die  allgemeine  Auflösung  des  Tetraeders  und  mehrere  andere  elegante 
Untersuchungen. 

In  dem  genannten  Appendix  wird  gelehrt,  wie  man  für  irgend  eine 
gegebene  Gerade  ah  den  Winkel  u  (Fig.  22)  geometrisch  konstruieren 
kann;  obwohl  uns  die  Größe  von  u  in  concreto  gleichsam  vor  Augen 
steht,  so  läßt  sich  darüber  dennoch  a  priori  nichts  entscheiden,  außer 
daß  sie  nicht  0  und  nicht  >  R  ist. 

Dort  werden  auch  die  Sätze  der  Raumlehre  hervorgehoben,  die  von 
der  genannten  Größe  des  u  nicht  abhängen,  das  heißt,  die  in  gleicher 
Weise  wahr  sind,  mag  ^*  =  R  sein  oder  dafür  irgend  eine  Größe  zwischen 
0  und  R  gesetzt  werden;  von  der  sphärischen  Trigonometrie  und  manchem 
andern  wird  bewiesen,  daß  sie  solcher  Art  sind. 

Was  dagegen  von  der  genannten  Größe  des  u  absolut  abhängt, 
wird  durch  solche  bestimmte  Funktionen  von  u  ausgedrückt,  die  für 
jeden  Wert  von  u  die  gesuchte  Größe  ergeben,  das  heißt,  wenn  der 
Wert  von  ii,  welcher  er  auch  in  Wirklichkeit  sein  mag,  in  den  Aus- 
druck an  Stelle  von  u  eingesetzt  wird.  Wenn  zum  Beispiel  eine  gewisse 
Größe  X  =  f{u)  im  Räume  absolut  von  der  Größe  des  u  abhängt,  und 
f{u)  ein  solcher  Ausdruck  ist,  der  nur  u  und  gegebene  Größen  um- 
faßt, so  denke  man  sich,  daß  die  Abszisse  von  0  bis  R  wächst,  so  daß 
sie  alle  denkbaren  Werte  von  u  (von  0  ausgeschlossen  bis  zu  einem 
Rechten  eingeschlossen)  ergibt,  und  errichte  in  dem  Endpunkt  jeder 
Abszisse  die  Ordinate  f(u)  für  jenen  Wert  von  u,  und  für  m  =  R 
werde  die  Ordinate  jenem  Werte  gleich,  den  der  Ausdruck  für  u  =  R 
annimmt. 

Da  sich  aber  alle  jene  Ausdrücke  von  Größen,  die  im  ganzen  Räume 
von  der  Größe  des  u  abhängen,  mit  den  übrigen  Axiomen  in  gleicher 
Weise  vertragen,  welcher  von  den  unzähligen  genannten  Werten  von  u 
auch  eingesetzt  wird,  so  läßt  sich  die  Größe  von  u  aus  denselben  Axiomen 
nicht  bestimmen. 

IV.  Nichts  desto  weniger  entsteht  die  Frage,  ob  es  etwa  ein  neues 
Axiom  gibt,  durch  das  u  bestimmt  wird.  Die  Versuche,  die  ich  des- 
wegen vor  langer  Zeit  gemacht  habe,  will  ich  kurz  auseinandersetzen, 
damit  nicht  etwa  ein  anderer  dieselbe  Mühe  verschwendet. 

Ich  habe  die  Annahmen,  aus  denen  sich  das  XL  Axiom  Euklids 
beweisen  und  daher  die  Euklidische  Parallelentheorie  begründen  läßt, 
in  Axiome  der  Lage,  der  Größe,  des  Zwischenraums  und  der  Ähn- 
lichkeit eingeteilt. 
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I.  Axiome  der  Lage 

1.  Die  Summe  der  inneren  Winkel,  die  zwei  auf  derselben  Sei 
derselben  Ebene  an  eine  Gerade  angelegte  Gerade  bilden,  kann  wer 
diese  Gerade  irgendwie  wächst,  nicht  stetig  abnehmend  kleiner  als  je« 
angebbare  Größe  werden,   außer  wenn  die  Geraden  einander  schneide 

2.  Wird  (Fig.  24)  z  nicht  von  y  umfaßt,  so  wird  auch  z  -\-  v  nie 
von  y  -\-  V   umfaßt.     Dies  ist  der  dritte  Teil  des  Euklidischen  Axion 

nämlich  dieselbe  Summe  [der  Winkel]  an  d« 
Endpunkten  derselben  Geraden  anders  vertei 
3.  (Fig.  19.)  Wenn  C  vor  dem  Ende  d 
Zeit  t  irgend  einen  angebbaren,  wenn  aui 
unendlichen  Bestandteil  des  gesamten  Raumi 
umfaßt  (sofern  nur  kein  Punkt  der  Gerade 
der  hinter  a  nach  rechts  liegt,  hineinfäl 
und  am  Ende  der  Zeit  t  C  der  gesamte  Rau 
geworden  ist,  so  kann  das,  was  zum  Raui 
außer  C  gehört,  vor  dem  Ende  der  Zeit 
nicht  stets  etwas  umfassen,  was  dem  C,  \^ 
es  jedesmal  ist,  absolut  gleich  ist.  Auf  diese  Art  scheinen  zwei  na 
allen  Seiten  hin  unendliche  Räume  zu  entstehen,  wobei  kein  Pun 
außer  der  halben  Geraden  ausgeschlossen  ist,  es  sei  denn,  daß  d 
XI.  Axiom  Euklids  wahr  ist  (wie  man  spätersehen  wird). 

II.  Axiome  der  Größe 

1.  Wenn  A  absolut  gleiche  Hälften  hat,  so  kann  es  nicht  unzählij 
von  einander  gänzlich  getrennte,  den  früheren  absolut  gleiche  Hälft 
haben. 

2.  Kein  Ä  hat  unzählige,  von  einander  vollständig  getrennte  Tei 
deren  jeder  dem  Ä  absolut  gleich  ist. 

3.  Kein  Ä  ist  so  beschaffen,  daß  (für  n  '•^  oo)  —  das  A  selbst  (\' 

es  ist)  nur  mit  Abzug  des  —  enthalten  kann. 

III.  Axiome  des  Zwisclienraums 

Wenn  die  Öffnung  zweier  einfachen,  gleichförmigen,  nach  beic 
Seiten  unendlichen  Linien,  die  sich  in  einer  Ebene  schneiden,  das  hei 
der  Winkel  am  Schnittpunkt,  vor  dem  Ende  der  Zeit  t  immer  zu  beic 
Seiten  größer  bleibt,  als  ein  beständiger  Winkel  derselben  Linien, 
kann  in  dem  teillosen  Zeitpunkt,  der  t  abschließt,  die  eine  [Linie]  ni» 
die  andere  übersprungen  haben. 
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IV.  Axiome  der  Ähnlichkeit 

Keine  Kugel  kann  sich  von  irgend  einer  andern  durch  irgend  eine 
Eigenschaft  außer  der  Größe  und  dem  Ort  unterscheiden. 

Oder  dasselbe  läßt  sich  von  irgend  zwei  Punkten  im  Räume 
sagen. 

Wird  irgend  eines  dieser  [Axiome]  gesetzt,  so  läßt  sich  das  XI.  Axiom 
in  aller  Strenge  beweisen,  und  man  muß  entweder  eins  davon  oder  ein 
gleichwertiges  annehmen  oder  es  gibt  keine  andere  absolute  Geometrie, 
außer  der,  die  im  Appendix  begründet  wird;  diese  ist  in  jedem  Falle 
absolut  wahr,  was  von  großem  Werte  ist,  ja  sie  ist  um  so  wertvoller,  als 
keines  der  vorgeschlagenen  Axiome  die  Einfachheit  der  übrigen  Axiome 
der  Geometrie  besitzt.  Will  man  also  keins  der  vorgeschlagenen  [Axiome] 
unter  die  Axiome  anfnehmen,  so  gibt  es  zwar  eine  Geometrie,  aber  die 
Größe  von  u  wird  immer  unentschieden  bleiben;  die  reine  Quelle  der 
Wahrheit  liegt  in  der  Ewigkeit  und  lockt  uns  durch  die  Nacht  der 
Gräber  zum  Lichte,  während  es  sterblichen  Lippen  nicht  vergönnt  ist, 
davon  zu  trinken. 

Es  ist  übrigens  nötig,  irgend  ein  Axiom  der  Größe  in  der  Geo- 
metrie anzunehmen,  und  zwar  ein  solches,  das  unter  jenen  Axiomen, 
durch  welche  die  Beziehung  des  Ganzen  zu  den  Teilen  ausgedrückt  zu 
werden  pflegt,  verborgen  ist.     Und  zwar  ist  es  folgendes  [Axiom]: 

Jeder  allseitig  begrenzte  Raumteil  ist  sowohl  selbst  eine 
endliche  Größe  als  auch  seine  Oberfläche,  wenn  diese  über- 
haupt eine  Größe  ist.  Hieraus  folgt,  daß  auch  die  betreffenden 
respektiven  Größen  endlich  sind. 

Dies  scheint  gewissermaßen  den  Zugang  zu  einem  der  Axiome 
der  Größe  zu  eröfinen.  Wie  immer  dem  auch  sei,  so  soll  kurz  berichtet 
werden,  auf  welche  Art  mit  Hilfe  eines  jeden  der  genannten  [Axiome] 
bewiesen  wird,  daß  m  =  R  ist,  wobei  einige  davon  unabhängige  Grund- 
sätze vorausgesetzt  werden. 

a)  Aus  dem  Axiom  I,  2  würde  es  leicht  auf  folgende  Art  folgen. 
Wenn  nämlich  (Fig.  24)  u  -}-  v  <.'2R  ist  und  diese  [Winkel]  beim 
Punkte  ö  aneinander  gelegt  werden,  so  soll  der  Rest  y  heißen;  aus 
irgend  einem  Punkte  f  des  Schenkels  des  Winkels  y  werde  die  Gerade 
nach  c  gezogen,  der  Winkel,  den  fc  mit  cb  bildet,  werde  0  genannt 
und  in  c  oberhalb  z  der  Winkel  v  angelegt.  Augenscheinlich  wird  y 
von  0  nicht  umfaßt,  also  wird  auch  (nach  dem  Axiom)  y  -\-  v  nicht  von 
z  -^  V  umfaßt.  Folglich  findet  für  die  inneren  Winkel  u  und  v  -\-  z  ein 
Schneiden  statt,  und  das  gilt  um  so  mehr,  wenn  für  v  -\-  z  der  kleinere 
Winkel  v  gesetzt  wird. 
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b)  Was  die  übrigen  [Axiome]  betrifft,  so  werde  (Fig.  25)  der  Weg 
des  Endpunktes  der  Geraden  Zta  betrachtet,  die  in  derselben  Ebene  auf 
213  senkrecht  steht,  und  es  mögen  von  a  beginnend  zur  Rechten  oder 
zur  Linken  aufeinanderfolgende  Teile  (xb,  \)c,  c'b  usw.  dieses  Weges, 
der  L  heißen  möge,  genommen  werden;  diese  Teile  sollen  alle  unter- 
Q  5  P  15        einander  gleich  sein. 

T      Man   ziehe  noch  die 

Geraden  ah,  hc,  cö 

i      usw.  Wegen  der  glei- 

:a    chen      Erzeugungen 

:      sind      offenbar     alle 

Winkel    x    einander 

;      gleich.     Da   es  aber 

2(  33  (s;  2)        durchaus  nicht  fest- 

^^' '  '  steht,  daß  die  Punkte 

a,  b,  c,  6,  . . .  in  einer  Geraden  liegen,  so  fragt  es  sich,  ob  der  Winkel  x 
ein  rechter  oder  ein  stumpfer  oder  ein  spitzer  ist. 

1.  Wäre  X  ein  Rechter,  so  fiele  (Fig.  26)  der  durch  die  Mitte  (£ 
von  213  erzeugte  Punkt  der  Linie  L  auch  in  die  Mitte  c  der  Geraden 
ab.  Denn  die  die  Mitten  (£  und  c  verbindende  Ge- 
rade bildet  wegen  der  beiderseits  gleichen  Erzeu- 
gungen sowohl  bei  (£  als  auch  bei  c  beiderseits 
5  gleiche,  also  rechte  Winkel.  Wenn  nun  der  Punkt  der 
Linie  L,  der  zu  der  aus  C  errichteten,  dem  a  gleichen 
Senkrechten  gehört,  nach  p  oder  q  fiele,  so  würde 
im  ersten  Falle  a  =  &  -f  ^'  -(-  A,  also  a  >  R,  weil 
a;  =  /c  +  A  =  R  war,  dasselbe  a  wäre  aber  <  R,  weil 
jP  =  R  als  Außenwinkel  größer  als  der  Linenwinkel  a 
ist,  wie  an  seiner  Stelle  unabhängig  bewiesen  wird; 
in  dem  zweiten  Falle  aber  wäre  i  =  h,  also  i  <  R, 
obwohl  der  Außenwinkel  i  >  p  =  R  ist.  Hieraus 
würde  folgen,  daß  a7i  =  (£c  ist. 
Und  auf  dieselbe  Art  würde  der  zu  der  Mitte  der  Geraden  2t  (£ 
gehörende  Punkt  der  Linie  L  in  die  Mitte  der  Geraden  ac  fallen,  und 
dies  läßt  sich  offenbar  durch  Halbierung  jeder  Hälfte  ins  Unendliche 
fortsetzen.  Dann  kann  aber  kein  in  a  beginnender,  stetiger  Teil  der 
Linie  L  oberhalb  oder  unterhalb  der  Geraden  ah  liegen;  denn  zwischen 
a2(  und  dem  aus  irgend  einem  Punkte  der  genannten,  bei  a  beginnen- 
den Linie  (bei  der  jeder  Punkt,  abgesehen  von  a,  außerhalb  der  Ge- 
raden ah  liegt)  gefällten  Lote  gibt  es  unzählige,  durch  die  genannte 
Halbierung  erzeugte   Punkte   derselben   Linie,    die   in   der  Geraden   ah 
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iiegen.    Und  auf  diese  Art  wäre  die  Linie  L  mit  der  Geraden  abc6... 
^Fig.  25)  identisch,  woraus  nach  dem  Späteren  alles  leicht  erhellt. 

2.  Wäre  aber  x  spitz  oder  stumpf,  so  wäre  abcö...  eine  solche 
ms  Geraden  zusammengesetzte  Linie,  deren  Strecken  ab,  bc,  ci),  . . .  beider- 
seits ins  Unendliche  gleich  wären,  und  es  würden  auch  die  Winkel, 
iie  jede  Strecke  mit  der  vorhergehenden  Strecke  und  der  folgenden  auf 
derselben  Seite  bildet,  gleich  sein.  Ist  a;  <  R,  so  ist  der  untere  Winkel 
ier  Geraden  ah  und  hc  <  2R;  wäre  a;  >  R,  so  wäre  überall  der  obere 
Winkel  <  2  R.  Es  läßt  sich  aber  beweisen,  daß  x  nicht  >  R  ist, 
wQ\\  dann  durch  die  Diagonale  a'S  zwei  Dreiecke  entständen,  deren 
Winkelsumme  >  4R  wäre,  und  es  daher  ein  Dreieck  gäbe,  dessen 
Winkelsumme  >  2R,  wäre  (weil  >  4  nicht  in  zwei  Teile  zerlegt  werden 
kann,  ohne  daß  einer  >  2  ist);  daß  dies  aber  unmöglich  ist,  läßt  sich 
anabhäugig  auf  mehrere  Arten  zeigen.  Jetzt  genügt  es  daher,  die  ge- 
oannte  Linie  abcö..  so  anzunehmen,  daß  jeder  Winkel  kleiner  als  zwei 
Rechte  ist;  diese  Linie   heiße  l. 

3.  Augenscheinlich  kann  nun  keine  Strecke  der  Linie  A,  zum  Bei- 
spiel  c6  nach  rechts  verlängert,  den  Teil  von  A  schneiden,  der  von  den 
auf  213  errichteten,  vom  Punkte  (£  nach  links  fallenden  Senkrechten 
erzeugt  wird,  und  ebenso  auch  keine  der  Senkrechten,  die  weiter  nach 
links  fallen;  denn  sowohl  alle  die  genannten  Senkrechten  als  auch  alles, 
was  zwischen  solchen  Senkrechten  ist,  liegt  auf  der  Seite  der  Ebene, 
die  zur  Linken  von  (£c  ist,  und  damit  der  genannte  Schnitt  geschieht, 
müßte  die  Gerade  cS  außer  durch  c  noch  sonst  irgendwo  durch  die 
Gerade  (£c  bin  durchtreten,  und  dann  würde  cb  in  c(£  fallen. 

4.  Somit  hat  jedes  von  dem  Scheitelpunkt  eines  Winkels  der  Linie 
A  aus  c  auf  21 B  gefällte,  den  Winkel  selbst  gewiß  halbierende  Lot  Cc 
mit  A  (oder  mit  L)  keinen  Punkt  außer  c  gemeinsam;  denn  wenn  noch 
ein  Punkt  p  von  A  mit  (£c  gemeinsam  wäre,  so  würde  dieses  p  in  einer 
aus  einem  von  (£  verschiedenen  Punkte  der  Geraden  213  errichteten 
Senkrechten  liegen,  und  wenn  auch  p  in  (£c  läge,  würden  zwei  auf  der- 
selben Geraden  errichtete  Senkrechte  sich  treffen. 

5.  Die  aus  demselben  a  nach  den  Endpunkten  der  Strecken  der  Linie 
A  gezogenen  Geraden  ah,  ac^  ab,  .  .  .  (Fig.  27)  mögen  Q,  Q',  Q",  .  .  . 
genannt  werden  und  mit  allgemeinem  Namen  Q  heißen.  Ferner  sei  Q 
die  Halbierungslinie  des  Winkels  der  Linie  A  bei  a,  also  auch  die  Senk- 
rechte auf  213  durch  a.  Der  Winkel  ahc  ist  =bcö  =  c6e  usw.  Es 
fragt  sich  aber,  wohin  in  Bezug  auf  irgend  ein  Q  die  folgende  Seite 
der  Linie  A  fällt?  Erstens  liegt  offenbar  hc  unterhalb  ah,  weil  der 
Winkel  [abc]  kleiner  als  zwei  Rechte  angenommen  wird;  weiter  liegt 
cb    unterhalb    ^';    sonst    würde    es    nämlich   in    Q'    oder    oberhalb    Q' 
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liegen.  In  Q'  liegt  es  nicht,  weil  dieses  entweder  innerhalb  c  oder  übei 
c  hinaus,  zum  Beispiel  in  f  wäre  und  in  dem  zweiten  Falle  der  Winke] 
hcl^2R  wäre,  in  dem  andern  aber  der  vorher  erzeugte  Teil  von  Jl 
von  c6  geschnitten  würde  (gegen  S.  101).  Dasselbe  würde  geschehen 
wenn   cb    oberhalb   Q'  läge,   dies   müßte   nämlich  zwischen   Q'  und  cl 


Fig.  27. 

geschehen,  denn  wenn  es  außerhalb  ch  läge,  so  würde  der  Winkej 
\bch'\>2K  sein. 

Indem  dieser  Beweis  immer  weiter  angewandt  wird,  erheUt,  da£ 
jede  folgende  Strecke  unterhalb  der  aus  a  nach  ihrem  Anfangspunkt  ge 
zogenen  Geraden  liegt. 

6.  Wird  daher  Q  aus  a  durch  bc6e...  bewegt,  bis  es  nach  21  c 
gelaugt,  so  kommt  es  in  der  Tat  immer  nach  einem  weiter  hinaus  ge 
legenen  Punkte  der  Linie  l  und  wird  diese  sogar  eine  Zeit  lang  schnei 
den;  dagegen  schneidet  [außer  ab]  keine  [weitere]  Strecke  der  Linie  i 
das  2t a  (S.  101).  Mithin  gibt  es  wie  oben  (S.  94)  eine  die  Linie  > 
zum  ersten  Male  nicht  schneidende  Gerade  Q',  während  innerhalb  eint 
jede  einen  noch  so  kleinen  Winkel  z  mit  Q'  bildende  Gerade  di« 
Linie  X  schneidet. 

Aber  auch  jetzt  schneidet  keine  beliebig  nach  Rechts  verlängert« 
Strecke  der  Linie  l  (zum  Beispiel  ch)  die  Gerade  Q'  (zum  Beispiel  in  i) 
denn  das  Lot  aus  irgend  einem  (nach  rechts)  weiter  hinaus  gelegener 
Punkte  irgend  einer  beliebig  verlängerten  Strecke  liegt  auch  immer  weite] 
hinaus;  denn  e  Hegt  zur  Rechten  des  Lotes  Dö,  und  ebenso  tritt  di< 
Verlängerung  der  Geraden  6e  durch  das  Lot  e(£  nach  der  Rechten  hin 
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lurch,  und  in  gleicher  Weise  liegt  das  Lot  aus  irgend  einem  Punkte 
lieser  Geraden,  die  von  eS  nach  Rechts  fällt,  zur  Rechten,  wie  auch 
las  Lot  aus  irgend  einem  Punkte  der  Geraden,  die  durch  das  neue  Lot 
lach  Rechts  hindurchtritt. 

Gäbe  es  also  einen  Schnitt  i,  so  würde  die  ganze  [Linie]  6ef..., 
lusgenommen  den  Punkt  b,  innerhalb  des  Dreiecks  aöi,  also  jeder  Punkt 
lavon  zwischen  den  Loten  aTX  und  t3  enthalten  sein,  und  ebenso  jedes 
lus  ihm  auf  2X3  gefällte  erzeugende  Lot,  und  es  würde  jenseits  3  kein 
!rzeugendes  Lot  geben.  Dasselbe  gilt,  wie  auch  t  liegen  möge,  und 
logar  wenn  abcöef...  nach  2i3  hin  konvex  wäre  (was,  wie  gesagt 
vurde,  leicht  als  unmöglich  nachgewiesen  werden  kann). 

7.  Daher  müssen  aber  augenscheinlich  für  beliebig  kleines  2,  zum 

Beispiel    ^  <  —    für    eine    beliebig    große   ganze  Zahl  n,   die   Schenkel 

rgendeines  konstanten  Winkels,  auch  ins 
Jnendliche  verlängert,  zwischen  den  Sehen 
celn  des  Winkels  2  enthalten  sein.  Wird 
ilso  q  vom  Scheitelpunkt  aus  in  n  gleiche 
feile  geteilt,  so  liegt  auch  zwischen  den 
Schenkeln  jedes  solchen  w-ten  Teiles  ein 
l  mit  unendlichen  Sehenkeln,  und  alle  diese 
Kinkel    q    werden    voneinander   völlig   ge- 

;rennt  sein,  falls  bei  jedem        der  Winkel 

r  <  so  angenommen  wird,  daß  die  Schen- 
iel  von  z  aus  dem  Scheitelpunkt  des  Win- 
iels  q  zwischen  die  Schenkel  des  Winkels 

Folglich  kann  mit  dem  vorgeschlagenen  Axiome  II,  2  eine  Größe 
>  oder  <  R  des  Winkels  u  ( S.  94)  nicht  zusammenbestehen.  Mithin 
.st  u  ein  Rechter. 

8.  Ist  daher  (Fig.  28)  a2l  =  bB  (aus  Fig.  25)  und  sind  die  Winkel 
bei  21,  a,  B,  b  Rechte,  so  werden  die  Winkel  a  -\-  y  und  a'  -\-  y'  sowie  ß,  ß' 
l^die  Wechsel  winkel  heißen)  gleich  sein,  ebenso  wie  der  äußere  [Winkel], 
zum  Beispiel  ß",  dem  inneren  entgegengesetzten  [Winkel]  ß'  gleich 
ist,  und  wenn  irgendeine  Gerade  a^  die  Geraden  2t B  und  ah  schneidet, 
ist  die  Summe  der  inneren  Winkel  gleich  zwei  Rechten.  Denn  die 
rechtwinkligen  Dreiecke  2t aB  und  bBa  sind  wegen  der  gemeinsamen 
Hypotenuse  und  der  Gleichheit  der  Katheten  a2t  und  h3  Twie  aus  dem 
Späteren   hiervon  unabhängig  folgt)  gleich,  also 

a  =  a'.  ß  =  ß', 
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und  daher  ist  auch,  weil  ß  =  ß",  nämhch  gleich  seinem  Scheitelwinkel 
ß"=ß'.     Und  da 

ß"  i- r -i- cc  =  2R 

ß'  -{-  y  -\-  cc  =  2R 


ist,  wird  daher  auch 


Fig.  29. 


sein. 

9.  Wenn  also   bei  einem  beliebigen   Dreieck  (Fig.  29)   durch   der 
Scheitel  eine  solche  Linie  wie  im  Vorhergehenden  erzeugt  wird,  so  isl 

j  j  v,        y  =  y'   ^'^^^   ß  ='  ß' 

und  daher 

a  -\-  ß  -\-  y  =  a  +  ß'  +  y'  =  2B.. 
10.  Hieraus  folgt  auch 

d  +  y  =  ß  +  a  -\-  y  =  2R 

und 

d  =  ß  +  /3. 

Wird  also  irgendeine  Seite  eines  Dreiecks  ver 
längert,  so  ist  der  Außenwinkel  gleich  der  Summe 
der  beiden   gegenüberliegenden   inneren  Winkel. 

11.  Hieraus  folgt  auch  leicht,  daß,  wenn  (Fig.  30)  die  Summe  der 

inneren  Winkel  <  2R  ist,  alsdann  die  Geraden  einander  schneiden.   Denn 

wenn  ^^  _. 

u-^p-\-c3  +  q  =  2R 

und  3b  die  erste  2lä  nicht  schneidende  Gerade  ist,  so 
ist,  wepn  noch  aus  irgenileinem  Punkte  a  von  2td 
die  Gerade  nach  B  gezogen  wird,  der  Winkel  des 
Dreiecks  2t  aB  bei  a  (nach  9)  gleich 

2R  —  u  —  p  =  u  +  p  -\-  G)-\-q  —  u— p^co  +  q, 
er  wäre  also  immer  >  q,  was  offenbar  falsch  ist  (Fig.  31); 
denn  wenn  o;  =  a'  und  ebenso  ß  =  ß'  ist  und  immer 
weiter  für  jede  neue  aus  B  gezogene  Seite  an  ihrem 
Endpunkt  in  2lä  eine  ihr  gleiche  angenommen  wird,  so  entstehen  gleich- 
schenklige  Dreiecke,    die   bis   ins    Unendliche   aufeinander   folgen,    und 

in  ihnen  ist  o   '      '       o   " 

z  =  2z  ,  z   =  22  ,  .  .  ., 

also,  wenn  die  Winkel  z,  z',  z",  .  .  .  allgemein  z  genannt  werden,  z  "-^0. 
Daß  die  Basiswinkel  des  gleichschenkligen  Dreiecks  gleich  sind,  wird 
allerdings  eist  später  hiervon  unabhängig  bewiesen  werden. 

12.  Offenbar  ist  die  vorher  erzeugte  L  (nach  der  Definition  S.  68) 
parallel  zu  21 B,  und  nunmehr  wird,  wenn  das  genannte  Axiom  gesetzt 
wird,  augenscheinlich  die  Gerade  21B  von  der  Geraden  ab  nicht  ge- 
schnitten, dagegen  schneidet  jede  andere  durch  a  gezogene  Gerade  die 
Gerade  21^,  wenn  auf  irgendeiner  Seite  die  Summe  der  inneren  AVinkel 


Fig.  30. 
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Fig.  31. 


2R  ist,  und  es  gibt  augenscheinlich   auf  dieselbe  Art  eine  Parallele 
jeder  Geraden  durch  jeden  Punkt,  und  nur  eine  einzige. 

13.  Wenn  sich  also  (Fig.  32)  die  Ge- 
den  Äf  B  in  p  schneiden  und  irgendwo 
le  Parallele  Ä'  zu  Ä  genommen  wird,  so 
rd  auch  Ä'  von  B  geschnitten.  Es  werde 
mlich  aus  p  nach  irgendeinem  Punkte  q 
r  Geraden  Ä'  die  Gerade  gezogen;  dann  ist 

z  -]-  V  -\-  u  =  2R, 

30 

V  +  u<  2R, 
Iglich   werden  B   über    p   hinaus  und  Ä' 
)er  q  hinaus  verlängert  sich  treffen. 

14.  Ebenso  erhellt,  daß  auch  die  Ge- 
deu  A  und  B'  einander  schneiden,  wenn 

parallel    (zum  Beispiel  nach  B')  bewegt 
rd,    und    die  Winkel   z    und   Je   bei    dem    ersten   Schnitt    gleich   den 
inkeln  2  und  k  bei  dem  zweiten  Schnitt  sind. 

15.  Ans  dem  vorher  Gesagten  folgt  auch,  daß  zwischen  den  ins 
aendliche  verlängerten  Schenkeln 
aes  noch  so  kleinen  Winkels  v  ein 
'inkel,  der  um  ein  Beliebiges  kleiner 
;  als  vier  Rechte,  mit  ins  Unend- 
;he  verlängerten  Schenkeln  hinein- 
legt   werden   kann,    außer   wenn   u 

R  ist  (S.  94). 

Zwischen  die  Schenkel  eines  be- 
(big  kleinen  Winkels  v  (S.  103)  läßt 
jh    nämlich    ein    gewisser    Winkel 

=  —  hineinlegen,  wo  R  den  Rechten 

id  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  also 
ich,  wenn  v  =  -|&  ist;  dies  geschehe 

dem  Abstand  d  von  dem  Scheitel-  Fig.32. 

>nkt  des  Winkels  v  =  ^h.  Und  von  hier  aus  ziehe  man  (Fig.  33) 
e  polygonale  Linie  abcb  .  .  .,  bei  der  jede  Strecke  =  d  und  jeder 
'^inkel  (gemeint  ist  der  Winkel,  der  kleiner  als  zwei  Rechte  ist) 

=  2R-|ft 
b.   Die  Verlängerung  der  Strecke  ah,  die  mit  hc  den  Winkel  \h  bildet, 
jiße   a,   und   man   ziebe   aus   b  die  Gerade  bb',   aus  c  die  Gerade  cc', 
LS   ö   die  Gerade  öö'  usw.,   die  jede  für  sich  den  Winkel  \h  mit  den 
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in  den  Punkten  b,  c,  b, .  .  .  anfangenden  Strecken  bilden,  sodaß  zwischeij 
die  Schenkel  jedes  Winkels  ^h  im  Abstand  d  ein  Winkel  |&  -f-  |&  = 
gelegt  ist.    Jeder  griechische  Buchstabe  aber  bedeute  eine  gerade  Lini(j 

die  vom  Anfang  einej 
Strecke    ausgeht    umi 
mit  ihr  auf  der  rechte:  j 
Seiten  einen  gewisse 
Winkel  p  bildet;   di 
Gerade   am  Ende   d 
Strecke,  mit  deren  Ver 
längerung     sie     eine 
äußeren   Winkel   = 
bildet,  werde  mit  dec 
folgenden  griechische; 
Buchstaben     bezeich 
net;  zum  Beispiel  wir 
ß    mit   der   Verlange 
rung    der   Strecke   b 
den  Winkel  |6  bildet 
ebenso  wird  y  mit  de 
Verlängerung      der 
Strecke  öe  den  Winkt 

2  •  \h  bilden,  ebenso  d  mit  der  Verlängerung  der  Strecke  öe  den  Winkt 

3  •  |&  und  so  fort,  bis  ein  griechischer  Buchstabe  auftritt,  der  mi 
der  Verlängerung  der  vorhergehenden  Strecke  den  Winkel  (4w  —  1)  •  | 
bildet,  also  mit  der  folgenden  Strecke  den  Winkel  4«  •  |6  =  2R. 

Augenscheinlich  liegt  ß  in  der  Ebene  oberhalb  ä,  und  y  oberhal 
ß,  und  d  oberhalb  y  usw.  und  jede  folgende  Gerade  oberhalb  aller  vorbei 
gehenden;  wird  sogar  von  den  mit  griechischen  Buchstaben  bezeichnete 
Geraden  nur  der  Teil  betrachtet,  der  auf  der  rechten  Seite  der  Lini 
bcb^  .  .  .  liegt,  so  liegt  jede  oberhalb  aller  vorhergehenden,  und  dahe 
wird  auch  die  Gerade,  die  mit  der  folgenden  Strecke  den  Winkel  21 
bildet  und  daher  mit  ihr  in  dieselbe  Gerade  fällt,  von  der  Geraden 
nicht  geschnitten.  Mithin  liegt  diese  ganze  beiderseits  unendliche  Gt 
rade  zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  f  =  |?>;  denn  bb'  liegt  innei 
halb  aa',  cc'  innerhalb  bb',  bb'  innerhalb  cc'  usw. 

Daher  kann  auch,  wenn  die  Geraden  J,  B  (Fig.  34)  einen  beliebi 
kleinen  Winkel  v  bilden,  auf  jedem  Schenkel  Ä  eine  solche  Senkrecht 
errichtet  werden,  die  beliebig  verlängert  den  beliebig  verlängerten  andeie 
Schenkel  B  niemals  schneidet.  Es  sei  nämlich  C  eine  solche  Gerade,  di 
nach  dem  Vorhergehenden  auch  beiderseits  unendlich  zwischen  den  at 


Fig.  33. 
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jser  Seite  ins  Unendliche  verlängerten  Schenkeln  des  Winkels  v  bleibt, 
d  es  möge  aus  irgendeinem  Punkte  p  von  C  das  Lot  pq  auf  A  gefällt 
jrden;  dieses  liegt  auf  derselben  Seite  mit  C,  denn  läge  es  auf  der 
dern,  so  entstände  ein  Dreieck,  bei  dem  ein  Winkel  ein  Rechter,  ein  zwei- 
r  aber  stumpf  wäre,  nämlich  der 
9benwinkel  des  spitzen  Winkels  v. 
16  Verlängerung  von  pq  tritt  nun 
irch  C  auf  die  andere  Seite,  die 
eichfalls  ganz  zwischen  den  Schen- 
?ln  des  Winkels  v  enthalten   ist. 

Hieraus  ergibt  sich  (Fig.  35), 
iß  zwischen  den  Schenkeln  eines 
''inkels  2  v  (der  ' —  0,  wenn  t; '— ^  0) 
cht  allein  die  ganze  Senkrechte  cc',  sondern  auch,  wenn  a'c  =  ac 
imacht  wird,  der  Winkel  b'a'f '  =  4R  —  2y  zugleich  mit  seinen  un- 
dlichen  Schenkeln   untergebracht  werden  kann. 

Wenn  also  ba  um  a  nach  ac  hin  bewegt  wird,  bis  es  nach  ac 
langt,  und  bevor  ab  nach  ac  gelaugt  ist,  immer  ein  solches  a'  und 
1  solches  a'b'  unter  einem  Winkel,  der  dem  Winkel  von  ab  und  ac 
eich  ist,  angenommen  wird,  so  daß  a'b'  und  ab  einander  nicht 
hneiden,  so  betrachte  man  im-  5  ,  ^ 

er  den  Raum,  der,  wenn  die 
gur  um  aa'  herumgedreht  wür- 
,  zur  Linken  des  Weges  von 
)  bliebe,  und  den  Raum,  der 
r  Rechten  des  Weges  von  ab' 
ire.  Auf  die.se  Art  wird  jeder 
lumbestandteil  s,  der  nichts 
it  der  Geraden  aa'  (wenig- 
ms  außer  dem  Punkte  a)  gemein  hat,  augenscheinlich  von  einem 
r  Linken  erzeugten  Raum  eingeschlossen,  wobei  v  kleiner  ist,  als 
^endein  Winkel,  den  eine  aus  a  nach  irgendeinem  Punkte  von  s  ge- 
gene  Gerade  mit  aa'  bildet,  und  wenn  a'  hinreichend  entfernt  wird 
ter  einem  Winkel  v,  der  dem  anderen  v  gleich  ist,  wird  es  auch 
1  anderes  s  geben,  das  mit  dem  früheren  nichts  gemein  hat.  Hieraus 
^ibt  sich  die  Anwendung  des  Axioms  I,  3;  es  entstehen  jedoch  nicht 
'ei  Räume,  denn  sobald  ab  nach  ac  gelangt  ist,  erhält  man  zwar  den 
nzen  Raum,  da  jedoch  [der  Punkt]  a'  im  Unendlichen  verschwindet, 
it  er  sich  in  dem  letzten  teillosen  Zeitpunkte  nirgends  mehr  auffinden. 
)rher  ist  zwar  jeder  Punkt  in  den  Raum  zur  Linken  eingeschlossen, 
s  ganze  aber  niemals  vor  dem  Ende. 


Fig.  35. 
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16.  Ebenso  läßt  sich  leicht  Folgendes  beweisen: 

1.  Die  gleichförmige  Linie  L  (S.  101)  Terläuft,  außer  weno  si 
eine  Gerade  ist,  außerhalb  der  Linie  abch...  (Fig.  27)  und  hat  mi 
dieser  nur  die  Punkte  a,  b,  c,  ö  . . .  gemeinsam,  und  hieraus  ergibt  sici 
die  Anwendung  des  Axioms  III;  tatsächlich  nähert  sich  der  Winkel,  dei 
die  untere  Verlängerung  der  Q  mit  L  von  außen  bildet,  und  zwar  de 
untere  der  Grenze  a,  der  obere  der  Grenze  211'  —  a  (wenn  unter  B^ 
der  Winkel  verstanden  wird,  den  die  Verlängerung  der  Geraden  a2 
mit  L  bildet)  und  beide  sind  immer  >  a;  der  untere  wächst  stetig,  de 
obere  nimmt  ab,  und  augenscheinlich  sind  die  Winkel  an  den  Ver 
länger un gen  jedes   Q  gleich. 

2.  Wird  21 B  um  21  nach  oben  bewegt,  so  schneidet  es  dort  so 
gleich  die  Linie  L,  ebenso  wie  jede  Senkrechte  auf  a2(  zwischen  aunc' 
21,  und  zwar  schneidet  eine  solche  L  sogleich  hinter  21  zur  Rechter' 
und  zur  Linken  unter  beiderseits  gleichen  W^inkeln,  die  von  der  ge ' 
nannten  Grenze  a  abnehmen  und  eine  Zeitlang  immer  größer  sind  ab' 
ein  gegebener  konstanter  Winkel. 

3.  Wird  a  beibehalten  und  2(  auf  a2l  immer  weiter  abwärts  ins 
Unendliche  bewegt,  zugleich  mit  der  Senkrechten  21 B  und  werden  übe] 
jeder  Linie  213  mit  der  Senkrechten  a2l  Linien  L  erzeugt,  und  heißi 
der  Winkel,  den  die  erste  L  nicht  schneidende  Gerade  mit  a2l  bildet 
allgemein  u  und  werden  aus  jedem  Zentrum  21  mit  dem  Radius  a2l 
Kreise  beschrieben,  so  ist  u  '^-^  0;  sonst  würde  die  Gerade  für  eineii 
gewissen  Winkel  die  beliebig  weit  entfernte  Senkrechte  schneiden;  fernei 
haben  die  Linien  L  nur  den  Punkt  a  gemeinsam  und  steigen  herab: 
die  Kreise  aber  haben  nur  denselben  Punkt  a  gemeinsam,  steigen  jedoch 
stetig  empor  und  besitzen  dieselbe  gewisse  geometrische  Grenze;  denn 
es  steht  fest,  daß  diese  existiert  wie  auch  die  Fläche,  die  durch  die 
Drehung  dieser  Linie  um  a2t  erzeugt  wird,  und  daß  beide  Formen  gleich- 
förmig sind,  und  zwar  ist,  wenn  das  Euklidische  Axiom  wahr  ist,  die 
genannte  Linie  eine  Gerade,  und  die  Fläche  eine  Ebene;  in  jedem 
FaUe  aber  wird  sowohl  diese  Linie  als  auch  die  Fläche  als  alleinige 
im  Räume  bestimmt. 

Die  genannte  Linie  läßt  sich  aber  durch  die  stetige  Bewegung 
eines  Punktes  auf  folgende  Art  beschreiben.  Es  sei  zuerst  (Fig.  36) 
w  =  R,  und  ab  werde  um  a  bewegt  bis  nach  ac'^  während  b  auf  dem 
Bogen  a  irgendeinen  Weg  beschreibt,  wird  es  dort  [einen  Punkt]  c  geben, 
sodaß  das  hier  errichtete  Lot  das  erste  nicht  schneidende  [Lot]  der 
Geraden  ab  ist,  und  für  ca'  =  ca  wird  a'b'  die  erste  nicht  schneidende 
Gerade  von  ab.  Wird  nun  der  Punkt  b  auf  dein  Bogen  a  weiter  bewegt, 
so  wird  auch  der  Punkt  c  von  a  anfangend  immer  weiter  bewegt;  denn 
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•  jeden  inneren  Punkt  von  a  gibt  es  ein  c,  und  zwar  immer  weiter 
laus  gelegen;  und  es  gibt  keinen  Punkt  über  irgendein  c  hinaus,  von 
infangend,  dem  nicht  ein  Punkt  von  a  entspräche,  und  jedem  weiter 
laus  liegenden  Punkte  entspricht  ein  weiter  nach  innen  liegender 
nkt   von  a.     Denn  wenn  ab  die  erste  nicht  schneidende  Gerade  von 

ist,  so  wird  jede  weiter  nach  innen 
;ogene  Gerade  cip  schneiden,  also  muß 
e  Senkrechte,  die  sie  nicht  schneidet, 
iter  hinaus  liegen;  gäbe  es  aber  ein  c, 
n  nicht  ein  weiter  nach  innen  liegen- 

•  Punkt  von   a  entspräche,   so  würde 
Senkrechte    aus    a    die    erste    nicht 

meidende  Gerade  von  c\>  sein,  und  dann  a 

re  für   die  Gerade  ac  das  XL  Axiom 

dr,  und  es  ließe  sich  nun  für  alle  anderen  [Geraden]  leicht  beweisen. 

her  kann  c  von  a  anfangend   so   weiter  bewegt  werden,   daß,   wenn 

um  a  bewegt  wird  und  auch  b  in  o:  bewegt  wird,  bis  u  (das  zuerst 
R,  war)  =  0  wird,  cp  immer  so  beschaffen  ist,  daß  ah  dazu  die  erste 
bt  schneidende  Gerade  ist,  und   ^  , 

m  daher  dasselbe  auf  a'  ange- 
idt  wird,  läßt  sich  a'  aus  a  so 
pegen,  daß  ab  und  a'b'  jede  von 

andern  die  erste  nicht  schnei- 
ide  Gerade  ist. 

Nunmehr  möge   (Fig.  37)  ah 

a  nach  aü  hin  in  derselben 
me  bewegt  werden,  bis  u  (das 
rst  =  R  war)  =  0  wird,  und  un- 
lessen  soll  auf  ab  der  Punkt  b' 
ner  weiter   bewegt  werden,  so- 

sich   b'  in  dem  bewegten  ah  <^^ 
ner   an   der   genannten,   dem   u 
sprechenden   Stelle  befindet;   so  ist  der  Weg  von  b'   bei   dieser   zu- 
imengesetzten  Bewegung  die  genannte  Linie. 

Das  übrige  darüber  hinaus  liegt  auf  der  Hand,  ebenso  auch  das, 
;  die  Sache  entscheiden  würde,  wenn  irgendeins  der  anderen  vor- 
ehlagenen  Axiome  gesetzt  würde;  jedoch  lohnt  es  sich  nicht,  weiteres 
uführen,  weil  die  ganze  Frage  aus  einem  höheren  Gesichtspunkt  mit 
jm  bis  in  die  Tiefe  dringenden  Auge  in  dem  Appendix  behandelt 
d,  der  es  verdient,  von  jedem  treuen  Zögling  der  reinen  Wahrheit 
jsen  zu  werden. 


Fig.  37 


110 


Wolfgang  Bolyai,  Stücke  aus  dem  Tentamen  (1832) 


V.  Baum  der  Arithmetik  und  der  Geometrie 

mit  gemeinsamen  Wurzeln  und  zusammenfließenden  Wipfel 

Von  den  inneren  und  äußeren  Vorstellungen  gelangt  man  auf  dei 
Wege  der  Abstraktion  zu  den  ürständen  von  jeglichem,  was  in  dt 
äußeren  Welt  vorhanden  ist  und  was  in  der  äußeren  und  inneren  We 
geschieht,  zu  Kaum  und  Zeit,  die  wir  teils  gesondert,  teils  vereinig 
betrachten.  Wird  nämlich  von  der  äußeren  Welt  jeder  Körper  vo 
dem  Ort,  den  er  einzunehmen  scheint,  weggenommen  und  fragt  mal 
was  übrig  bleibt,  oder  was  darüber  hinaus  noch  existiert,  so  entstel 
die  Anschauung  des  reinen  Raumes,  und  wenn  sich  Dasselbe  an  ve 
schiedenen  Orten  oder  Verschiedenes  an  demselben  Orte  befindet,  od« 
wenn  verschiedene  Vorstellungen  in  demselben  vorstellenden  Wesen  au 
tauchen,  so  entsteht  die  Anschauung  der  Zeit. 

Aus  2t  und  einem  solchen  Nicht  21,  das  aus  2t  entnommen  is 
entsteht  der  Begriff  des  Teiles  und  auch  derjenige  des  Kontinuum 
wenn  die  Teile  etwas  gemeinsam  haben.  Durch  Vergleichung  von  * 
mit  3  entsteht  die  Gleichheit  (sowohl  die  absolute  als  auch  die  respektive 
Aus  der  Gleichheit  und  dem  Teile  entsteht  die  Größe  (die  absolute  ue 
die  respektive  Größe). 

Größe  erzeugt  mit  Größe  Gleichartigkeit,  sowie  Größer-  und  Kleine 
sein.  Wenn  man  von  hieraus  sich  zu  Zeit  und  Raum  zurückwende 
so  entsteht  der  Gedanke,  alle  Größen  auf  die  einfache  Form  der  Ze 
zurückzuführen  (denn  bei  dieser  wird  der  Überschuß  einer  größer« 
Größe  sogleich  offenbar,  während  sich  im  Räume  die  Sache  oft  ande 
verhält). 


Und  eine  solche  auf  die  Form 
der  Zeit  zurückgeführte  Größe  ist 
der  Gegenstand  der  Arithmetik. 


Dies  vorausgeschickt  ist  d- 
Kaum  der  reine  Gegenstand  de 
Geometrie,  wobei  man,  sobald  < 
nötig  wird,  die  bereits  in  d' 
Arithmetik  abgeleitete  Wahrhe 
benutzt;  sodaß  die  aus  gemeinsam 
Wurzel  hervorgewachsenen  Brude 
Bäume,  indem  der  eine  dem  andei 
Hilfe  bringt,  mit  ihren  Wipfe 
zwischen  den  leuchtenden  Bahn 
der  ewigen  Ehe  von  Raum  ui 
Zeit  in  der  unendlichen  Tiefe  d 
Himmelsgewölbe  zusammenfließe 
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I.  Größe  erzeugt  mit  Größe 
lämlich  unter  einer  gewissen  JBe- 
immung)  das  Positive  und  das  Ne- 
itive   (bald   auch  das  Imaginäre). 

II.  Wenn   die  Größen  P  und 
mit  einer  gewissen  Bestimmung 

3setzt  werden,  so  erzeugt  das  unter 
ner  gewissen  Bedingung  geivonnene 
'rgebnis  die  Summe  S,  und  wenn 
lan  aus  S  und  P  nach  dem  Ge- 
ihrten  von  P  fragt,  so  entstellt 
ie  Differenz  des  P  von  S. 

III.  Dieselbe  Differenz  des  S 
on  S'  und  weiter  des  S'  von  *S" 
nd  so  fort,  erzeugt  S,  S' ,  S", 
'"...,  eine  aritlimetische  Eeihe. 

Und  wenn  eine  solche  Reihe 
T  von  0  anfängt  und  die  Differenz 
Ines  jeden  Gliedes  und  des  folgen- 
en  =  u  ist,  so  entsteht  die  Zahl 
1  Bezug  auf  w;  und  wenn  eine 
olche  Reihe  V  wiederum  von  0 
nf  ängt,  bei  der  die  Differenz  jedes 
rliedes  und  des  folgenden  =  v  ist, 
nd  wenn  das  0  von  V  zugleich 
lit  dem  0  von  U  gesetzt  wird, 
nd  jedes  folgende  Glied  in  JJ  oder 
^  zugleich  mit  dem  Gliede  cresetzt 
^■ird,  das  in  der  anderen  Reihe  folgt, 
o  entsteht  dasselbe  Zaläwort  der 
[leichzeitiff  gesetzten  Glieder,  in 
7  in  Bezug  auf  u,  in  V  in  Bezug 
,uf  V. 

IV.  Hieraus  entspringen  ver- 
ichiedene  Fragen:  zum  Beispiel 
mter  anderen,  ob  B  eine  Zahl  in 
Bezug  auf  A  ist?  Wenn  nicht,  ob 
!S  ein  solches  u  gibt,  in  Bezug  auf 
las  sowohl  A  al^  auch  B  Zahlen 
sind?    Und   wenn  es  ein  solches  u 


I.  Aus  dem  reinen  Räume  ent- 
springt zuerst  Oberfläche,  Linie, 
Punkt,  Form  und  Schnitt. 

IL  Bei  der  Rückkehr  in  die 
äußere  Welt  und  der  Betrachtung 
desselben  Körpers  an  verschiedenen 
Orten  kommt  man  auf  das  Axiom 
der  Kongruenz  und  die  Konstruk- 
tion des  geometrisch  Beweglichen  und 
die  geometrische  Bewegung  (die  Ver- 
bindung in  der  Idee,  nicht  in  con- 
creto,  des  Raumes    und   der  Zeit). 

III.  Rückkehr  in  den  reinen 
Raum  mit  dem  geometrisch  Beweg- 
lichen. Bewegung  ohne  Ruhe  (erste 
Bewegungsart).  Beivegung  mit  Ruhe; 
mit  Ruhe  eines  einsigen  Punktes 
(zweite  Beivegungsart) ;  mit  Ruhe 
zweier  Punkte  (dritte  Beivegungsart). 


IV.  Des  Raumes  erstgebornes 
Kind  ist  der  Punkt,  darauf  folgt 
die  Kugel  gleichsam  als  Mitte  zwi- 
schen zwei  Extremen  (das  Unaus- 
gedehnte und  das  nach  allen  Sei- 
ten Unendliche).  Durch  die  dritte 
Bewegungsart    ist    der   Kreis    das 
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gibt,  wie  heißt  die  Zahl  A  und  wie 
B?  Hieraus  Messung  von  B  durch 
A,  wo  A  das  Maß  und  B  das  Ge- 
messene von  A  heißt.  Und  hier 
entsteht  auch  der  Begriff  der  JSficht- 
meßbarkeit  (der  bis  jetzt  nur  sub- 
jektiv möglich  war),  und  hieraus, 
indem  man  u  immer  kleiner  denkt, 
der  Begriff  der  Grenze.  Wenn  aber 
solche  a  und  ö  vorkommen,  daß 
auf  die  Frage,  welches  Gemessene 
von  a  das  h  sei,  dieselbe  Antwort 
erfolgt,  wie  auf  die  Frage,  welches 
Gemessene  von  A  das  B  sei,  so 
entsteht  die  Proportion.  Wenn  dar- 
auf nicht  nur  B,  sondern  auch  C 
in  Bezug  auf  A  gemessen  wird,  so 
entsteht  der  Bruch,  und  von  hier 
geschieht  der  Übergang  zur  Mes- 
sung aller  Größen,  die  in  Bezug 
auf  dasselbe  A  gleichartig  sind, 
wobei  A  als  Einheit  bezeichnet  wird. 
Was  kleiner  als  A  ist,  wird  ein 
echter  Bruch  genannt  und  eine  Zahl 
in  Bezug  auf  A  heißt  ganz. 

V.  Betrachtet  man  nun  in  IV. 
den  Fall,  wenn  daselbst  A  eine  Ein- 
heit ist,  so  wird  die  Bestimmung 
von  h  aus  a  und  B  als  Multipli- 
Tiation  von  a  mit  B  bezeichnet,  und 
h  heißt  das  Produkt  aus  den  Fak- 
toren a  und  B  in  Bezug  auf  die 
Einheit  A. 

Wird  h  als  Produkt  angenom- 
men  und  soll  aus  einem  der  Fak- 
toren a  und  7>  der  zugesellte  Fak- 
tor bestimmt  werden,  so  sagt  man, 
daß  h  durch  jenen  Faktor  dividiert 
werde,  dessen  Genosse  gesucht 
wird,  und  dieser  wird  Quotient  ge- 
nannt. 


Kind  der  Kugel,  und  aus  diesen 
wird,  indem  auch  die  übrigen  Be- 
wegungsarten angewandt  werden, 
die  Gerade  und  aus  der  Geraden 
und  dem  Kreise  die  Ebene  erzeugt. 


V.  Es  mögen  aus  demselben 
Punkte  p  nach  allen  Punkten  irgend 
einer  [Form]  F  Gerade  gezogen 
werden. 

1.  Werden  alle  mit  derselben 
Zahl  (sei  es  1  oder  eine  andere, 
wenn  es  nur  nicht  0  ist)  multipli- 
ziert, so  erzeugt  der  Inbegriff  der 
Endpunläe  zunächst  Ahnlichheit  und 
GleicJdiegendes ,  sodann  umgekehrt 
Gleiches  und  den  allgemeinen  Be- 
griff  der  geometrischen    Gleichheit. 

2.  Der  Inbegriff  der  genann- 
ten Geraden  selbst  heißt  (im  all- 
gemeinen Sinne)  Pyramide,  und 
die    bei    p    zugespitzte    Form    er- 
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Und  je  nachdem  die  Einheit 
(in  IV.)  t-p  oder  i — i  angenommen 
wird,  entsteht  Reelles  in  Bezug  auf 
-f  1  und  Reelles  in  Bezug  auf  —  1. 


VI.  Wenn  es  sich  fügte,  daß 
die  Faktoren  gleich  sind,  so  erzeugt 
die  Multiplikation  mit  der  Division 
Potenz,  Wurzel,  Logarithmus  (ele- 
mentar). 

Und  die  Größe,  wiederum  mit 
einer  getvissen  Bestimmung  (wie  in 
I.),  erzeugt  mit  deren  Realität, 
gestützt  auf  die  Multiplikation  in 
Bezug  auf  —  1,  das  Imaginäre  und 
den  weiteren  Begriff  der  Multipli- 
kation. 

Ferner  führen  Potenz  und  Lo- 
garithmus (elementar)  durch  die  Er- 
hebung des  Binomes  zu  solchen 
Reihen,  die  den  höheren  Begriff 
der  Potenz   [und]  des  'Logarithmus 

P.  Stäckel:  Wolfgang  und  Johann  Bolyai  II. 


zeugt  den  allgemeinen  Begriff  des 
Winkels. 

3.  Eine  Form,  bei  der  Winkel 
ausgescldossen  tverden,  ist  fließend, 
und  wenn  noch  Gerade  und  Ebene 
ausgeschlossen  werden,  ist  sie  krumm, 
wenn  jedoch  Gerade  und  Ebene  zu- 
gelassen werden,  so  erzeugt  sie  den 
allgemeinen  Begriff  der  Tangente 
und  des  Senkrechtstehens. 

4.  Wird  (in  V.)  p  ins  Unend- 
liche entfernt,  so  entsteht  der  Win- 
kel 0  oder  das  erste  Nicht-Schneiden, 
und  aus  dem  Inbegriff  der  genann- 
ten Geraden,  wenn  sie  endhch  und 
gleich  gemacht  werden,  wird  das 
Prisma  (im  allgemeinen  Sinne,  und 
darauf  in  noch  allgemeinerem).  Und 
wenn  F  eine  Gerade  ist  und  die 
genannten  gleichen  Geraden  unter 
gleichem  Winkel  in  der  Ebene  ge- 
nommen werden,  so  entspringt  dar- 
aus der  allgemeine  Begriff  des  Par- 
allclismus. 

VI  Einfache  geometrische 
Bewegung,  das  heißt  eine  solche, 
daß  zu  jeder  Zeit  nur  eine  der  drei 
Bewegungsarten  (die  unter  III.  ge- 
nannt wurden)  und  jede  nur  eine 
bestimmte  Anzahl  von  Malen,  je- 
doch nicht  [notwendig]  ebenso  oft, 
vorkommt;  wobei  Gerade  und  Ebene 
hier  bereits  aus  IV.  vorausgesetzt 
werden. 

Wenn  man  mit  den  beiden 
ersten  Bewegungsarten  und,  indem 
man  überdies  immer  nur  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Geraden  auf- 
wendet, in  die  Ebene  herabsteigt  (und 
aUes  auf  diese  beschränkt),  so  ent- 
steht die  Planimetrie;  wo  zuerst 
8 
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erzeugen,  wo  auch  Imaginäres  in 
den  Exponenten  hinaiifsteigt. 


VII.  Indem  dies  aUea  gleich- 
sam zu  einem  Ozean  zusammen- 
fließt, entsteht  durch  die  Verbindung 
von  beliebig  vielen  Größen,  die  be- 
liebigen Operationen  unterworfen 
werden,  der  Begriff  der  sogenann- 
ten Funktion.  Wo  wiederum 
(wie  bei  IV.)  mannigfaltige  Fragen 
entstehen,     aus     denen     sich     der 


von  den  Linien  (unter  Beiseitelassen 
der  Flächenräume)  und  ihrem  Schnei- 
den (keinem  oder  welchem),  darauf 
von  den  Flächenräunien  gehandelt 
wird.  Dieses  ist  das  Gebiet  der  geo- 
metrischen Konstruktion  im  engeren 
Sinne. 

Wird  auch  die  dritte  Bewe- 
gungsart zugelassen  und  beschränkt 
man  sich  nicht  auf  die  Ebene,  geht 
vielmehr  in  den  gesamten  Raum  zu- 
rück, so  entsteht  die  Solidometrie, 
wobei  die  geometrisclie  Konstruldion 
im  weiteren  Sinne  aufgefaßt  wird. 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daß 
bei  der  genannten  einfachen  Be- 
wegung jede  einfache  Bewegungs- 
art gesondert  geschieht  und  durch 
kein  anderes  Gesetz  beschränkt 
wird,  als  daß  das  Bewegliche  aus 
einem  gegebenen  Ort  nach  einem 
gegebenen  gelangt.  Hierdurch  wer- 
den die  beiden  ersten  Bewegungs- 
arten, wenn  allein  die  Beschränkung 
auf  die  Ebene  hinzutritt,  zurück- 
geführt, erstens  auf  die  Bewegung 
eines  Punktes  a,  der  eine  Gerade  ab 
mit  sich  trägt,  bis  er  von  a  noch  p  ge- 
langt, zweitens  auf  die  Bewegung  einer 
Geraden  ah  um  a  in  einer  Ebene, 
bis  diese  zu  einer  gegebenen  Geraden 
gelangt,  deren  einer  Endpunkt  a  ist. 

VII.  Zusammengesetzte  geo- 
metrische Bewegung,  nämlich  wo 
mehrere  Arten  (der  drei  genannten 
einfachen  [Bewegungsarten])  zu  der- 
selben Zeit  verbunden  werden,  wenn 
auch  ein  Gesetz  gegeben  ist,  nach 
dem  während  der  Dauer  der  Bewe- 
gung die  durch  die  einzelnen  Be- 
wegungsarten gleichzeitig  gemach- 
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Gipfel  des  arithmetischen  Baumes 

erhebt. 

Nämlich 

21)  Wenn  eine  gewisse  Bedin- 
gung (oder  eine  Eigenschaft)  für 
eine  Funktion  gegeben  ist,  zu  fragen, 
was,  wie  groß,  wie  beschaffen  ge- 
wisse die  Funktion  bestimmende 
Dinge  sind. 


ten  Wege  voneinander  abhängen. 
Hieraus  wächst  der  Gipfel  des  geo- 
metrischen Baumes  hervor.  Und 
diese  miteinander  verbundenen  Be- 
wegungsarten sind  vorhanden: 

il)  entweder  in  endlicher  Zahl, 
und  zwar: 

1.  Entweder  nur  zwei;  zum 
Beispiel  wenn  eine  Gerade  ab  in 
der  Ebene  P  iim  a  bewegt  und 
inzwischen  auf  ab  ein  Punkt  p  so 
bewegt  wird,  daß  sein  Weg  y  =  f(u) 
ist  (wenn  u  den  Weg  des  Punktes  b 
bezeichnet)  und  nach  dem  Wege 
des  Punktes  p  gefragt  wird. 

Oder  ab  möge  ruhen  und  der 
in  ab  bewegte  Punkt  p  die  Senk- 
rechte B  auf  ab  mit  sich  tragen, 
und  unterdessen  möge  ein  Punkt  p' 
in  B  so  bewegt  werden,  daß  sein 
Weg  y  =  F(x)  ist  (wenn  x  den 
Weg  des  Punktes  p  bezeichnet), 
und  es  möge  nach  dem  Wege  des 
Punktes  p'  gefragt  werden.  Auf 
diese  Art  gehen  auch  Gebilde  her- 
vor,  die  zwar  nicht  als  Ganzes, 
von  denen  aber  jeder  Punkt  (näm- 
lich für  jedes  gegebene  x  das  ent- 
sprechende y)  geometrisch  (im  en- 
geren Sinne)  konstruiert  werden 
kann. 

2.  Oder  indem  drei  [Bewegungs- 
arten] verbunden  werden;  zum  Bei- 
spiel, wenn  ein  Punkt  p  in  der  Ge- 
raden ab  der  Ebene  P  den  Weg  x 
beschreibt,  indem  er  eine  Ebene  p 
mit  sich  trägt,  die  senkrecht  zu  P 
auf  einer  Geraden  B  steht,  die  ihrer- 
seits zu  ab  senkrecht  steht  und  in- 
zwischen p'  in  P  bewegt  wird,  in- 
dem   es   in  p   eine   Gerade    C  mit 
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3)  Es  kann  nach  der  Be- 
schaffenheit einer  Funktion  und 
ihren  Werten  gefragt  werden,  wenn 
eine  gewisse  Bedingung  (oder  Eigen- 
schaft) für  gewisse  auf  die  Funktion 
(oder  Größe)  heziigliche  Dinge  ge- 
geben ist  (es  kann  sogar  zugleich 
für  die  Funktion  eine  gewisse  Be- 
dingung gesetzt  werden). 

Zum  Beispiel.  Aus  7X).  Wenn 
die  Bedingung  darin  besteht,  daß 
der  Wert  der  Funktion  0  sein  soU, 
so  kann  nach  dem  Wert  der  Ver- 
änderlichen gefragt  werden  {Aufgabe 
der  Gleichungen)  oder  nach  dem 
Werte  der  Koeffizienten;  die  Be- 
dingung kann  auch  darin  bestehen, 
daß  der  Wert  der  Funktion  ein 
größter  oder  Meinster  sein  soll,  und  es 
kann  nach  dem  zugehörigen  Werte 
der  Veränderlichen  gefragt  werden. 

Ebenso  können  andere  Bedin- 
gungen dasein;  es  kann  sogar  eine 
Gattung  gewisser  Funktionen  an 
die  Stelle  der  Veränderlichen  treten 
(wie  in  der   Variationsrechnung). 

Die  Bedingung  kann  auch  darin 
bestehen,  daß  gewisse  Größen,  deren 
Gattung  X  genannt  werde,  keiner 
anderen  Operation  unterworfen 
werden,  als  daß  sie  nach  einer  ge- 


sich  trägt,  die  in  p  auf  B  senk- 
recht steht,  und  ein  Punkt  p"  in 
C  den  Weg  z  beschreibt;  alsdann 
möge  der  Weg  y  des  Punktes  p  in 
B  gleich  a{x)  und  z  =  h(y)  sein 
und  nach  dem  Wege  des  Punktes 
p"  im  Räume  gefragt  werden. 

Ebenso  können  auch  mehrere 
Bewegungsarten  (jedoch  in  bestimm- 
ter Anzahl)  verbunden  werden. 

B)  Oder  es  werden  unzählige 
solche  Bewegungsarten  verbunden, 
wie  in  dem  folgenden  Beispiel.  Die 
Gerade  A  liege  in  einer  Ebene  P, 
die  Gerade  B  stehe  senkrecht  auf 
A,  und  die  Ebene  Q  schneide  die 
Ebene  P  in  B  und  die  Gerade  A 
in  b.  Nun  werde  b  in  A  bewegt, 
indem  es  die  Ebene  Q  mit  sich 
trägt,  und  unterdessen  mögen  nach 
einem  gewissen  Gesetz,  das  von 
dem  Wege  des  Punktes  b  abhängt, 
gewisse  Punkte,  die  allgemein  p 
heißen  (auch  unzählig  viele,  je 
nachdem  wie  sie  durch  das  Gesetz 
bestimmt  werden)  in  Senkrechten 
bewegt  werden,  die  auf  der  Geraden 
B  in  Q  errichtet  sind.  Es  wird 
nach  dem  Inbegriff  aller  p  in  allen 
teillosen  Zeitpunkten  bis  zum  Ende 
der  Bewegung  gefragt. 
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wissen  Bedingung  angeordnet  und 
die  entstehenden  Anordnungen  ge- 
sucht werden  (komhinatorische  Äna- 
Iijsis). 

In  3)  können  auch  verschie- 
dene Bedingungen  stattfinden;  zum 
Beispiel,  daß  für  eine  Veränderliche 
nur  eine  ganze  Zahl  eingesetzt 
werden  soll,  oder  auch,  daß  die 
Funktion  sich  einer  gewissen  Eigen- 
schaft erfreut  (wie  in  der  Zahlen- 
theorie), wo  dann  noch  nach  den 
Kennzeichen  der  Funktion  oder  der 
Beschaffenheit  oder  Größe  der  Funk- 
tion gefragt  werden  kann. 

Falls  X  +  i  für  x  eingesetzt  wird, 
entsteht  das  Taylor  sehe  Problem. 

Wenn  man  nun  x  durch  mx 

ersetzt  fwo  —  mit  x  bezeichnet  wird) 

^        n  ,  ' 

und  für  m  die  ganzen  Zahlen  von  1 
anfangend  einsetzt,  so  entstehen, 
wenn  noch  die  hervorgegangenen 
Werte  der  Funktion  nacheinander 
gesetzt  werden,  Heihen  (in  denen  x 
und  auch  n  entweder  1  oder  etwas 
anderes  bedeuten).  Dabei  ist  ent- 
weder für  einen  gewissen  Wert  vona; 
(zum  Beispiel  1)  auch  n  konstant 
und  es  werden  für  m  alle  Zahlen 
von  1  anfangend  auch  über  n  hin- 
aus eingesetzt,  oder  es  ist  w  '— ^  oo 
(obwohl  es  immer  einen  bestimmten 
endlichen,  jedoch  nach  Erzeugung 
einer  jeden  Reihe  einen  neuen  Wert 
annimmt),  und  es  werden  für  m immer 
die  Zahlen  von  1  bis  w  eingesetzt. 
Wird  in  dem  letzteren  Falle  ir- 
gend ein  Glied  mit  dem  folgenden 
verglichen,  so  entsteht  die  Reihe  der 
Zuivüchse,  und  wenn  von  zwei  Funk- 
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tionen  F  und  f  derselben  Veränder- 
lichen X  der  Wert  der  einen  F  be- 
kannt ist  und  die  allgemeinen  Glieder 
T  und  t  der  Reihen  der  Zuwüchse, 
die  aus  beiden  Funktionen  abgeleitet 
werden,  gleichwertig  sind  (das  heißt 

^  *— ^  1,  wenn  n  --^  c»),  so  ergibt 

sich  auch  der  Wert  der  anderen 
Funktion  f.  Wie  man  t  (in  der 
einfachsten  Form)  findet,  lehrt  die 
Differentialrechnung,  und  aus  t  sucht 
die  Integralrechnung  die  Funktion  f. 

<L)  Endlich  kann  man  alle  vorhergehenden  Dinge  unter  irgend  einer  Be- 
dingung zusammensetzen  und  unter  einer  gewissen  Bedingung  nach  dem  Er- 
gebnis fragen  oder,  wenn  das  Ergebnis  bekannt  ist,  danach,  wodurch  eserreicht 
werden  kann.  Und  indem  man  aus  dem  w-fachen  Wege  während  derselben 
Zeit  den  Begriff  der  w-fachen  Ursache  bildet,  entsteht  die  reine  Mechanik. 


WOLFGANG  BOLYAI 

KURZER  GRUNDRISS  EINES  YERSUCHS 

(1851) 


KURZER  GRUNDRISS  EINES  VERSUCHS 

I.  Die  Arithmetik,  durch  zvekmässig  constru- 
irte  Begriffe,  von  eingebildeten  und  un- 
endlich -  kleinen  Größen  gereinigt,  an- 
schaulich   und   logisch -streng    darzustellen. 

IL  In  der  Geometrie,  die  Begriffe  der  gera- 
den Linie,  der  Ebene,  des  Winkels  allge- 
mein, der  winkellosen  Formen,  und  der 
Krummen,  der  verschiedenen  Arten  der 
Gleichheit  u.  d.  gl.  nicht  nur  scharf  zu  be- 
stimmen; sondern  auch  ihr  Seyn  im  Räume 
zu  beweisen:  und  da  die  Frage,  ob  zwey 
von  der  dritten  geschnittene  Geraden,  wenn 
die  summe  der  inneren  Winkel  nicht  =  2B, 
sich  schneiden  oder  nicht?  niemand  auf  der 
Erde  ohne  ein  Axiom  (wie  JEuclid  das  XI) 
aufzustellen,  beantworten  wird;  die  davon 
unabhängige  Geometrie  abzusondern;  und 
eine  auf  die  Ja-  Antwort,  andere  auf  das 
Nein  so  zu  bauen,  daß  die  Formeln  der 
letzten,  auf  einen  Wink  auch  in  der  ersten 
gültig  seyen. 

Nach  einem  lateinischen  Werke  von 
1829.  M.  Yasarhely,  und  eben  daselbst  ge- 
druckten ungrischen. 


MAROS    VASARHELY    1851. 


[Von  den  Gründen  der  Arithmetik] 

Newton  sagt:  {Man  pflegt  in  Ermangelung  eines  geeigneteren 
Wortes  Mulüplication  zu  nennen,  wenn  eine  neue  Größe  gesucht  wird, 
die  zu  dem  Multiplicand  in  demselben  beliebigen  Verhältnis  steht,  das 
der  Multiplicator  zur  Einheit  hat.  Und  sie  wird  nicht  nur  mit  abstracten, 
sondern  auch  mit  concreten  Größen  ausgeführt,  wie  mit  Linien,  Flächen, 
Gewichten,  Ortsbewegung  usw.,  insofern  diese,  auf  eine  gewisse  be- 
kannte Größe  ihrer  Art  wie  auf  eine  Einheit  bezogen,  Verhältnisse  von 
Zahlen  ausdrücken  und  deren  Stelle  vertreten  können.  Auf  diese  Art 
ergibt  sich,  wenn  die  Größe  A  mit  einer  Linie  von  12  Fuß  zu  multi- 
pliciren  ist,  gesetzt,  daß  eine  Linie  von  zwei  Fuß  die  Einheit  ist, 
durch  jene  Multiplication  6  J.;  denn  6  J.  steht  zu  A  in  dem  Verhältniß, 
das  die  Linie  von  12  Fuß  zu  der  Einheit  von  zwei  Fuß  hat. 

Und.  wenn  man  irgend  welche  zwey  Linien  mit  einander  multipli- 
ciren  soU,  so  ergibt  sich  die  Linie,  die  die  Geometrie,  nachdem  eine 
Einheit  gesetzt  ist,  auf  die  herkömmliche  Weise  liefert .  .  . 

Freilich  hat  sich  die  Gewohnheit  eingebürgert,  die  Entstehung 
oder  Beschreibung  einer  Fläche  durch  eine  Linie,  die  unter  rechten 
Winkeln  zu  einer  anderen  bewegt  wird,  Multiplication  jener  Linien  zu 
nennen,  obwohl  eine  irgendwie  multiplicirte  Linie  keine  Fläche  werden 
kann  und  auch  diese  Erzeugung  einer  Fläche  aus  Linien  von  der  Multi- 
plication ganz  verschieden  ist;  vielmehr  ist  damit  nichts  anderes  gemeint, 
als  daß  das  Product  von  zwey  Linien  dasselbe  Verhältnis  zur  Längen- 
einheit hat,  wie  die  genannte  Fläche  zur  Flächeneinheit,  wenn  dafür 
das  Quadrat,  dessen  Seite  die  Längeneinheit  ist,  genommen  wird  .  .  . 
Dasselbe  läßt  sich  auf  ein  Product  von  drey  Linien  anwenden  .  .  . }  ^) 
L  So  klar  und  bestimmt  auch  diese  Worte  des  großen  Mannes 
waren:  demungeachtet  nahmen  viele  aus  der  gemeinen  Sprache  den 
Sinn  mitnehmende  Wörter  zu  Führern  der  Wissenschaft,  gaben  ihr 
Vorrecht  der  freyen  Construetion  Begriffen  beschränkter  Sphäre  zu 
Preise;  und  um  nicht  zu  sagen  Linie  -mal  Linie  und  die  Division  blos 
theilen  zu  lassen,  weil  der  Pöbel  2  mal  3  mal  nimmt  und  in  zveye 
dreye  theilt,  scheuten  keine  Künsteleyen,  bis  zu  einem  sonderbaren 
Gaukelspiele,  wo  unmögliche  mit  unmöglichen  gepaart  reelles  gebären, 
zu  einem  größern  Wunder,  als  aus  Nichts  etwas  zu  schaffen. 


1)  [Die  Absätze  in  Klammern  {  }   sind  die  Übersetzung  der  bei  Bolyai  ange- 
führten Stelle  aus  Newtons  Ariihmetica  universalis,  Cantabrigiae  1707,  S.  4] 
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Die  Mathematik  müßte  sich  solcher  Wunder  schämen:  alles  was 
sie  behandelt,  soll  reell  anschaulich  seyn;  und  die  Operationen  sollen  so 
construirt  werden,  daß  alle  die  Wunder  natürlich  geschehen.  Das  wäre 
ein  Wunder:  daß  auf  solchen  Gründen,  Pfeilei-n  theils  aus  unmöglichen 
Stücken,  theils  ohne  vereinigende  Kraft  allumfassender  Begriffe,  zwar 
mit  allen  Ordnungen  des  Unendlich-kleinen  geziert,  den  in  die  Himmeis- 
höhen steigenden  Tempel  tragen;  welcher  den  seinigen  gegen  die 
äußeren  Stürme  Zuflucht  bietet,  des  Wetters  manche  Blitze  ableitet; 
und  zeigt  die  Erde  dem  Wanderer  der  Ewigkeit  als  einen  bald  zurück- 
bleibenden kothigen  Fleck,  auf  dem  heiligen  Wege  zur  Urquelle  der 
Wahrheit  und  der  alles  zu  Eins  schaffenden  Liebe. 

IL  Newtons  Worten  gemäs  soll  für  alle  homogene  Größen  eine 
Einheit  gedacht  werden:  woraus  auch  ferner  mannigfaltiger  Vortheil 
entspringt;  und  sonst  manche  Ungereimtheiten  enstehten:  z.  B. 

1.  Wenn  der  Multiplicator  B  einer  Linie  a  nur  abstract  (e.  B. 
2  drittel)  seyn  soll:  das  Product  wird  Linie  seyn,  wie  der  Multiplicand. 
Was  ist  denn  der  andere  Factor?  ist  es  blos  ein  Zeiger?  oder  wovon 
ist  es  2  drittel?  ganz  abstract  hat  auch  2:3  keinen  allgemeinen  Sinn; 
denn  2  ist  dann  von  jeden  zveyen  abstrahirt,  und  es  last  sich  davon 
nur  das  behaupten,  was  jedem  zukömmt:  2  Puncte  aber  lassen  sich 
durch  3  nicht  theilen. 

Eigentlich  soll  man,  wenn  vom  allgemeinen  gesprochen  wird,  immer 
von  den  darunter  begriffenen  eines  denken,  obwohl  jedes  gedacht 
werden  kann;  man  spricht  nicht  vom  Worte,  sondern  von  denen,  die 
damit  benannt  sind. 

2.  Demnach  könnte  B  nicht  =  a  seyn,  wenn  a  eine  Linie  ist: 
folglich  wäre  aa  Unsinn:  obwohl  von  vielen  gesagt  wird,  daß  a  +  a^ -\-  a^ 
darum  keinen  Sinn  habe;  weil  a  eine  Linie,  a^  Fläche  und  a^  Körper 
sey.  Was  wird  nun  «*,  da  der  Raum  nicht  4  Dimensionen  hat?  und 
nach  was  für  einem  Begriffe  der  Multiplication  kann  eine  multiplicirte 
Linie  anderes  als  Linie  seyn? 

3.  Wenn  der  Multiplicator  nur  abstract  ist:  um  so  mehr  ver- 
schieden ist  es,  ob  in  der  Division  der  Multiplicator  oder  der  Multi- 
plicand zu  suchen  sey. 

4.  Da  viele  auch  zum  Divisor  blos  abstracte  Zahlen  nehmen,  und 
behaupten,  daß  blos  concrete  [Zahl]  negativ  seyn  kann:  so  könnte  kein 
negativer  Divisor  seyn. 

5.  Das  Uebrige  wird  aus  den  folgenden  erhellen:  da  es  nicht 
versagt  werden  kann,  Begriffe  zu  construiren,  bis  zu  einem  leichter  und 
anschaulicher  zum  Zwecke  führenden  Versuche. 
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§1 
Die   erste  Operation   ist   das    Wegnehmen  ron  dem,   was  irgendwo 
ist:  und  wenn    in  dem  Gedanken   alles    bis   auf  etwas,   und   dann  auch 
dieses  davon  weggenommen  wird;  so  sagt  man,  daß  Nichts  bleibe,  und 
bezeichnet  es  mit  0. 

§2 

Dann  folgt  die  Operation  des  Hinzuthuns  des  A  zu  jB;  wovon  das 
Resultat  durch  A  -\-  B  bezeichnet  werden  kann.  Es  wird  gezeigt,  daß 
wenn  A  oder  B,  0  ist,  A-\-B  das  andere  sey;  wornach  0-]-0  =  0  wird. 

§3 

Nun  kommt  die  Operation  des  Zählens  nach  u]  wenn  nehmlich 
zuerst  0  gedacht,  und  immer  u  hinzugethan  wird:  entsteht  folgende 
Reihe  0,  u,  ti  -\-  u,  u  -{-  u  -\-  ii  .  .  .-^  wo  jedes  Glied  ZaJil  in  Hinsicht  des 
u  genannt,  und  jedes  besonders  bezeichnet  wird;  z.  B.  Ow,  Im,  2m,  3w, . . ., 
wo  die  Zeichen  vor  u  die  unterscheidende  Zahl-namen  bedeuten. 

Aus  §  2  folgt:  daß  wenn  u  =  0,  die  0  jedes  namens  Zahl  in 
Hinsicht  des  u  =  0  seyn  kann;  aber  wenn  u  nicht  0  ist,  kann  0  in 
Hinsicht  eines  solchen  u  nur  Zahl  namens  0  seyn;  welches  in  Fällen 
der  Multiplication  und  Division  klar  zum  Gesuchten  führen  wird. 

Wenn  nun  A  und  B,  jedes  ein  Glied  der  gesagten  Reihe  ist;  z.  B. 
A  =  3m,  B  =  2u  ist  (wo  jedes  von  2  und  3  Repraesentant  jedes  Zahl- 
namens ist):  so  wird  A  von  B  drey  ziveytel,  und  B  vom  A  zivey  drittel 
genannt;  und  dieses  zu  finden  heißt  A  und  B  gegenseitig  zu  messen-^  und 
die  Operation  wird  3Iessung  genannt.  Wenn  von  A  gesagt  wird,  daß 
es  vom  B  drey  zweytel  sey,  so  wird  B  die  3Iaß,  und  A  das  Gemessene, 
und  wenn  vom  B  gesagt  wird,  daß  es  vom  A  zwey  drittel  sey,  so  wird 
A  die  Maße  und  B  das   Gemessene  genannt. 

§5 

Nach  einer  Messung  folgen  zweye:  und  wenn  in  der  Zahl-reihe 
V  statt  u  gesetzt,  a  =  ^v  und  h  =  2v]  so  kann  man  sagen,  daß  A  mit 
B  und  a  mit  h  gleiclnnäßig  (oder  in  Gleichmäßiglieit)  sind;  oder  daß  A 
so  vieltes  von  B  ist,  wie  a  von  h  (das  Wort  viel  nicht  wörtlich  ge- 
nommen). 

Anmerkung.  Indessen  wird  dieser  Begriff  der  Proportion  nach 
der  Verbindung  der  Quantität  mit  der  Qualität  erweitert;  schon  hier 
ist   allgemeiner   folgendes:   wenn   n,  m   Zahl-namen    bedeuten,    und   für 
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jedes  Ä  =  nu  und  a  =  nv,  sey  entweder  B  =  mu  und  b  =  nv,  oder 
B  =  7nu  -f  (co  <  w)  und  b  =  mv  +  (2  <  v);  so  sind  A,  B,a,b  in  Pro- 
portion. 

§6 
Nach  zwey  Messungen  folgen  mehrere:  und  um  Größen  derselben 
Gattung  leichter  zu  vergleichen,  und  die  Maß  nicht  immer  nennen  zu 
dürfen;  so  entsteht  der  Gedanke:  für  jede  Gattung  gewisse  Maß  zu  be- 
stimmen, und  wenn  keine  Maß  genannt  wird,  z.  B.  unter  2  drittel  das 
2  drittel  von  jener  {TJnitas  Einheit)  zu  verstehen;  und  dieses  auch  auf 
die  Zahl-namen  auszudehnen,  so  daß  wenn  U  die  Einheit  wäre,  2  be- 
deute 2U.  So  [z.  B.  venn  der  Linien  Einheit  2'  wäre,  2  drittel  be- 
deute (wenn  von  Linie  die  Rede  ist)  2-8',  und  2  bedeute  4'. 

§7 

Und  nun  entstehen  zweyerlei  Messung:  Haupt-messung,  wenn  etwas 
mit  seiner  Einheit  gemessen  wird;  und  relative,  wenn  die  Maß  ge- 
nannt wird. 

§8 

Aus  der  Haupt-messung  und  der  relativen  entstehen  die  Begriffe 
der  Multiplication  und  Division,  in  einer  Zeile  dargestellt,  wobey  aber 
gesagte  Worte  nicht  wörtlich  genommen  werden. 

Wenn  nehmlich  3  und  2  jede  Zahl-namen  vorstellen,  und  1  =  3^e, 
B  =  2u,  a  =  3v,  b  =  2v,  wo  1  die  Einheit  jeder  Gattung  bedeuten 
mag:  so  sagt  man,  daß  a  mit  B  mulüplicirt  b  zum  Produkte  gebe-^  und 
wird  kurz  gesagt,  daß  B  mal  a  sey  ?>;  worunter  aber  das  verstanden 
werden  soll,  daß  b  in  Hinsicht  des  a  gleichmäßig  dem  B  sey  (bey  B 
da  keine  Maß  genannt  wird,  die  Einheit  verstanden).  Es  ist  der  Haupt- 
messung  gleiche  relative. 

§9 

Wenn  aber  aus  b  und  einem  von  den  Factoren  a  und  B  der 
andere  gesucht  wird;  die  Operation  wird  Division  genannt:  es  fallt  in 
die  Augen,  daß  hier  2  Fälle  sind;  nehmlich  in  einem  wird  im  vorigen 
Beyspiele  2  drittel,  im  andern  die  relative  Maß  gesucht;  und  auf  die 
Frage,  wie  vielmal  a  ist  b?  oder  wie  vieltes  ist  b  vom  a?  antwortet 
der  erste  Fall;  und  auf  die  Frage,  was  ist  wovon  b  2  drittel  ist?  oder 
was  enthält  b  2  drittmal?  der  zweyte.  Der  letzte  ist  Theilung,  ob- 
wohl der  gemeine  Sinn  auch  am  Theilen  in  2  drittel  anstößt.  Das 
erste  gibt  so  vieltes  von  der  Einheit  als  b  von  a  ist. 

Bey  dem  Bruche  z.  B.  |C'  ist  der  zweyte  Fall;  in  der  Proportion 
A:B  =  a:b  ist  der  erste. 
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Die  Antwort  wird  auch  auf  verschiedene  Art  hervorgebracht:  auf 
die  Frage,  wie  vielmal  so  gros  ist  -|C  als  ^-C?  beyde  C  werden  ausge- 

2-5 

gestrichen,    und    es    wird  ;    wenn    aber    gefragt    wird,    was    ent- 

2  4  ■  .         5  •  2  C 
hält  -C  in  sich  -    mal?  so  muß  da.s   C  bleiben,  und  es  wird    „  ,   • 

3  5  '  d-4 

§10 

Der  Multiplicator  von  a  mag  Linie,  Gewicht,  Zeit  oder  was 
immer  seyn;  wenn  es  von  seiner  Einheit  ebensovieltes  ist  (z.  B.  2  drittel), 
giebt  dasselbe  Product,  nehmlich  2  drittel  von  a.  Ebenso  ist,  wenn  h 
durch  a  dividiert  wird,  der  erste  Fall  der  Division,  und  jedes  kann 
Quotient  seyn,  was  seiner  Einheit  2  drittel  ist,  in  sofern,  daß  a  damit 
multiplicirt  b  hervorbringt:  aber  abgesehen  von  der  Gattung  kommt  in 
diesem  Falle  nur  das  in  Betracht,  wie  vieltes  es  von  seiner  Einheit 
ist.  Im  zweyten  Falle  aber  kann  a,  wenn  h  eine  Linie  ist,  nur  Linie 
seyn. 

Was  die  Umtauschung  der  Factoren  anbetrift:  so  kommt  in  jedem 
Pralle  ebensovieltes  von  der  Einheit  des  Multiplicanden  heraus. 

Unten  (§  28)  wo  auch  heterogene  [Größen]  durch  gerade  Linien 
vorgestellt  werden,  wird  alles  anschaulicher. 

Nach  der  gleich  folgenden  Verbindung  der  Quantität  mit  der 
Qualität:  wird  auch  der  Begriff  der  Multiplication  und  Division  erweitert 
(wie  im  §  5  die  Proportion). 

§  11 

Wenn  Q  und  q  solche  Qualitäten  sind,  und  die  Bedingung  dessen, 
was  zu  thun  und  zum  Resultate  zu  nehmen  sey,  wenn  eine  von  den 
Größen  G  mit  Q  und  g  mit  q  zu  der  anderen  gesetzt  wird,  solche  ist, 
daß  das  Resultat  0  sey,  wenn  G  =  g,  und  wenn  Gy-  g,  das  Resultat 
dasjenige  aus  G  mit  der  Qualität  Q  sey,  welches  (wenn  die  kleinere 
zuerst  gesetzt  würde)  nicht  seyn  sollte,  daß  0  das  Resultat  wäre:  so 
heißen  G  mit  Q  und  g  mit  q  entgegengesetzte  Größen  (unter  gesagter 
Bedingung).  Das  eine  wird  positiv,  das  andere  negativ  genannt:  und 
wenn  G  =  g,  wird  G  mit  Q  des  g  mit  q  Entgegengesetztes  genannt. 

Das  Zeichen  vom  positiven  mag  i-^  und  i— <  vom  negativen 
[seyn] :  -f-  a  bedeute  das  was  a,  aber  —  a  bedeute  das  entgegengesetzte 
von  dem,  was  a  bedeutet;  folglich  kann  —  a  auch  np  seyn. 

Beyspiele.  G  und  g  sollen  Wege  eines  in  einer  Geraden  vom 
Puncte  a  derselben  bewegten  Punctes,  und  Q,  q  die  Richtungen  der 
Bewegung  (rechts,  links)  seyn;  und  zum  Resultate  soll  der  Abstand  des 
Endpunctes  von  a  genommen  werden. 
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Die  Gerade  mag  was  immer  für  eine  Lage  haben,  und  ebenso  kann 
der  Abstand  [eines  Punktes]  von  einer  Geraden  oder  Ebene  gefragt  werden. 

So  sind  auch  Schulden  und  Vermögen-,  und  auf  einen  Punct  in  der- 
selben Geraden  einander  entgegenwirkende  Kräfte  u.  dgl. 

Soo-ar  jede  Größe  kann,  ohne  eine  andere  Qualität,  blos  mit 
der,  daß  aus  ihr  eine  andere  nach  Möglichkeit  abzuziehen  verlangt 
werden  kann,  als  ^  und  die  abzuziehende  als  i — i  angesehen  werden: 
die  Bedingung  kann  fordern,  daß  nachdem  soviel  als  möglich  abgezogen 
worden,  zum  Resultate  das  genommen  werde,  was  bleibt,  entweder  aus 
jenem,  oder  aus  diesem,  was  nicht  abgezogen  werden  konnte. 

Es  bedeute  2  soviel  als  i-p  2,  und  2:3  positives  2  drittel  der 
Einheit:  aber  —  2  bedeute  negative  2  Einheiten,  —(2:3)  negatives 
2  drittel  der  Einheit. 

Anmerkung.  1.  Wenn  Peter  4  Gulden  im  Beutel  und  8  Gulden 
Schulden,  Paul  12  G  [im  Beutel]  und  2G  Schulden  haben:  daß  sie 
nichts  haben,  sollten  Peters  40  Schulden  nicht  seyn,  und  dem  Paul 
10  G  im  Beutel  fehlen.  AUein  Pauls  positives  tilgt  Peters  negatives 
nicht:  es  sey  denn  die  Bedingung,  daß  beyder  Vermögen  zu  einem 
Ziele  zusammengeschmolzen  werden. 

2.  Zur  Rechtfertigung  der  sehr  vortheilhaften  Anwendung  der 
Entgegengesetzten  auf  die  Geometrie  muß  die  Bedingung  auch  con- 
struirt  werden. 

Es  soU  in  einer  Ebene  E  eine  Gerade  X  vor  Augen  seyn,  und 
ein  Punkt  a  in  ihr;  ferner  soU  in  X  aus  a  ein  Punct  links  und  ein 
anderer  sich  rechts  bewegen,  und  Wege  des  ersten  sollen  x  und  des 
anderen  x'  heißen.  Und  es  mag  irgend  ein  x  oder  x'  seyn:  von 
dessen  Ende  sollen  wieder  zwey  Puncte  sich  in  der  Senkrechten  auf  X 
in  E  bewegen;  der  vorne  Weg  heiße  y,  der  hintere  y'.  Ferner  mag 
irgend  eines  von  y  oder  y'  seyn:  zwey  Puncte  sollen  sich  wieder  von 
dessen  Ende  in  der  Senkrechten  auf  E  bewegen;  und  der  obere  Weg 
heiße  0,  der  untere  z'. 

Das  eine  von  x  und  x'  wird  1-^,  und  das  andere  1 — 1,  y  und  z 
werden  4^,  y'  und  z'  1 — 1  genommen. 

Was  x  und  x'  anbetrift:  es  sey  a;^^;  daß  wenn  x  =  x'  ist  (unge- 
achtet der  Lage)  zusammen  0  gebe,  kann  die  Bedingung  folgende  seyn, 
welche  auch  zu  dem  Falle  dient,  wenn  x  nicht  =  x'.  Die  gesagte  Be- 
wegung von  2  Puncten  soll  durch  einen  einzigen  verrichtet  gedacht 
werden:  so  daß  von  a  angefangen  zuerst  der  eine  Weg,  und  von  dessen 
Ende  rückwärts  der  andere  beschrieben  werde:  der  Abstand  des  End- 
punctes  ist  0,  wenn  beyde  Wege  gleich  sind,  und  es  ist  der  obige  Fall, 
auf  welchen  auch  der  andere  durch  folgende  Construction  reducirt  wird. 
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Wenn  irgend  eines  von  x,y,z  zu  irgend  einem  von  x',y',z'  unter 
•  kr  Bedingung  gesetzt  würde,  daß  die  Bewegung  der  zweyen  durch 
eine  in  X  repräsentirt  sey,  und  zwar  so,  daß  die  Bewegung  von  a  be- 
trinne, und  oc,y,z  durch  links,  x',y\z'  durch  rechts  gehende  be- 
schrieben werde,  und  das  Resultat  auch  hier  der  Abstand  des  End- 
punctes  von  a  sey. 

Auch  die  Peripherie  wird  von  einem  Puncte  derselben  von  einer 
Seite  i-|-i,  und  i — i  von  der  andern  genommen;  zwey  Puncte  wie  vorhin 
vom  ersten  angefangen  mögen  immer  fortgehen:  auch  hier  kann  die 
Bewegung  zweyer  auf  die  eines  Punctes  reducirt  werden;  sogar  können 
der  erste  Punct  in  a,  und  die  Wege  in  X  wie  vormals  gedacht  werden. 

§  12 

Wenn  a,h,  .  .  .  durch  Geraden  vorgestellt  werden,  und  a  mit  einem 
Ende  in  a  von  da  links  in  X  gelegt  wenn  es  ^^  ist,  rechts  wenn  es 
I — I  ist,  und  von  dessen  Ende  &  in  X  gelegt  wird,  links  wenn  es  ^^,  rechts 
wenn  es  i — <  ist,  und  so  fort:  der  Abstand  des  letzten  Endpunktes  von  a 
wird  die  Summe  von  a,  b.  .  .  .  genannt.  Und  es  wird  bewiesen,  daß  die 
Summanden  in  jeder  Ordnung  dasselbe  hervorbringen;  also  auch  wenn 
alle  >^  ve  und  dann  alle  negative  gesetzt  werden.  Dasselbe  wird  von 
jeder  Ordnung  der  Factoren  in  der  Multiplication  bewiesen,  ihre  An- 
zahl mag  beliebig  groß  seyu. 

Wenn  nun  Ä  -]-  B  =  S-^  so  kömmt  der  Gedanke,  aus  S  und  Ä  das 
zu  sucheu,  womit  es  S  zur  Summe  hervorbringt:  diese  Operation  heißt 
Subtraction.  Es  ist  klar,  daß  das  gesuchte  B  =  S  —  A]  denn  A  -f  S —  A  =  S'^ 
wovon  die  Regel  folgt,  daß  das  Entgegengesetzte  des  Subtrahenden,  also 
der  SubtraJiend  m,it  umgeänderten  Zeichen,  zu  S,  nehmlich  zum  soge- 
nannten Minuenden  addirt  iverde. 

§  13 

Da  nun  auch  die  Einheit  sowohl  ^  als  i — i  genommen  werden 
kann:  so  entstehen  Größen  mit  h^  1  und  Größen  mit  i — i  1  begabt;  beyde 
gleich  reell,  und  die  letzteren  sind,  welche  man  imaginäre  nennt. 

Und  nun  entsteht  die  §  5  und  10  versprochene  Erweiterung  der 
Begriffe.  Wenn  nehmlich  eine  Größe  mit  der  anderen  gemessen  wird: 
so  wird  (um  das  Gemessene  in  Hinsicht  der  Maß  näher  zu  bestimmen) 
ein  Meßbild  aus  Antworten  auf  3  Fragen  gestaltet:  I,  II,  III  werden 
vertical  geschrieben;  und  nach  I  schreibt  man,  wie  vieltes  das  Gemessene 
der  Maß  ist?  (abgesehen  von  der  dazu  gelegten  Qualität);  nach  II  schreibt 
man  Ja  oder  Nein,  nachdem  beyde  ^^  oder  beyde  i — i  sind,  oder  nicht 
(nehmlich   das   eine  i-p,   das   andere  i — <  ist);   und  nach  III  wird  ja  ge- 
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schrieben,  wenn  beyde  mit  positiver,  oder  beyde  mit  negativer  Einheit 
begabt  sind,  und  wird  Nein  geschrieben,  wenn  das  eine  mit  positiver, 
das  and'ere  mit  negativer  Einheit  begabt  ist. 

Nach  diesem  wird  also  dann  GleichmäßigJceit,  wenn  die  zwey  Meß- 
bilder gleich  sind.  Folglich  erfordert  auch  die  Multiplication  Gleich- 
heit des  Meßhildes  der  relativen  Messung  mit  dem  Haupt-Meßhilde  (nehm- 
lich  dem  Meßbilde  der  Haupt-messung) ;  wornach  die  Division  sogleich 
bestimmt  wird. 

Anmerkung.  1.  Daß  auch  bey  Umtausch  der  Factoren  {2.  B.  wenn 
beyde  Geraden  sind)  immer  dasselbe  Product  sey;  wird  festgesetzt:  daß 
die  zwey  Meßbilder  sonst  gleich  in  diesem  einzigen  Falle  in  sofern  un- 
gleich seyn  sollen,  daß  wenn  der  Multiplicator  mit  negativer  und  die 
relative  Maß  (nehmlich  der  Multiplicand)  mit  positiver  Einheit  begabt 
sind;  im  relativen  Meßbilde  soll  nach  II,  Ja  geschrieben  werden,  wenn 
im  Hauptmeßbilde  nach  IL  Nein  steht,  und  Nei^i,  wenn  da  Ja  steht. 
Dasselbe  kömmt  heraus,  wenn  für  die  Antwort  nach  II  in  diesem  Falle 
+  1   statt  —  1  gedacht  wird. 

2.  Größen  mit  +  1  seyen  kurz  reell,  die  mit  —  1  imaginär,  und 
beyde  reine  Größen  benannt.  Sie  sind  zwar  alle  reell:  aber  im  gesagten 
Sinne  können  die  gebrauchten  Wörter  bleiben. 

3.  Unten  (§.  26.)  wird  für  das  Meßbild,  wenn  auch  Gemischtes  da 
ist,  Regel  gegeben. 

§  14 
Die  Einheit  kann  zwar  beliebig  für  jede  Gattung  bestimmt  werden; 
z.  JB.  für  alle  Linien  kann  gewisse  Gerade  E  gedacht  seyn,  welche 
ohne  ausdrückliche  Erinnerung  nicht  geändert  werde;  sogar  als  Führe- 
rin aller  von  der  Hauptmessung  abhängenden  Operationen  kann  sie, 
selbst  mit  ihr  gleichen  nicht  verwechselt,  allein  stehen;  daß  dieselbe 
zur  Hauptmessung  jeder  Linie,  wenn  diese  reell  ist,  mit  positiver,  und 
wenn  sie  imaginär  ist,  mit  negativer  Qualität  diene;  sie  selbst  in  bey  den 
Fällen  reell  gedacht,  nehmlich  sowohl  diesem  1-^  E  als  diesem  1—1  E 
soll,  wenn  ihre  Hauptmessung  erfordert  würde,  das  erste  zur  Maß 
dienen. 

§  15 
Wenn  nun  zuerst  alle  viere  in  zwey  Messungen  reine  Größen  sind, 
und  das  Reelle  mit  •,  das  Immaginäre  mit  *  bezeichnet  wird:  so  ent- 
stehen folgende  vier  (aUe  Fälle  enthaltende)  Zeilen;  die  zwei  ersten  in 
Hinsicht  des  1^  und  »— 1,  und  die  zwei  letzten  in  Hinsicht  des  Reellen 
und  Imaginären.  Jede  Zeile  enthält  4  Fälle;  jeder  besteht  aus  4  Zei- 
chen;   die   2   ersten   gehören   der   ersten,    die   2   letzteren    der    zweyten 


I.  Grundlagen  der  Arithmetik,  §  13 — 16  129 

jlessung,  und  das  erste  gehört  der  Maß,   das  zweyte  dem  Gemessenen. 
Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  alle  Fälle  enthalten  sind. 

hJ-i   l-p   H^    i-|h         h^    hJ-i   I 1   I 1         l-p   I 1   hJh   I 1         iJh    I 1   I 1   i-Ih 

I — I  i-4h  iJh  I — I        I — I  hin  1 — I  Jh        I — I  I — I  hin  i-In        i — i  i — i  i — i  i — i 


Es  ist  sichtbar:  daß  in  jedem  Falle,  wenn  die  mittleren  Zeichen 
gleich  oder  ungleich  sind,  so  sind  auch  die  äußeren  gleich  oder  un- 
gleich. Aber  die  3  erste  Zeilen  betreffen  die  Multiplication  (und  Divi- 
sion zugleich):  die  2  ersten  in  Hinsicht  der  Einheit,  die  dritte  in  Hin- 
sicht der  Realität.  Das  erste  Zeichen  gehört  überall  der  Eioheit,  das 
zweyte  dem  Multiplicator,  das  dritte  dem  Multiplicanden,  das  vierte 
dem  Producte. 

1.  Aus  der  dritten  Zeile  ist  offenbar:  daß  wenn  die  Factoren  reell, 
oder  beyde  imaginär  sind,  das  Product  reell  sey;  denn  sonst  wären  die 
Antworten  nach  HI  verschieden.  Aus  derselben  Ursache  ist  klar:  daß 
wenn  das  vierte  dem  Dividend  und  eines  von  den  mittlem  dem  Divi- 
sor angehört;  Beeil  durch  Reell  oder  Imaginär  durch  Imaginär  dividiri 
reelles  gehe,  und  sonst  der  Quotient  imaginär  sey. 

2.  Aus  der  oberen  Zeile  ist  zu  sehen:  daß  wenn  die  Einheit  4^ 
ist,  das  Product,  wenn  beyde  Factoren  zugleich  ^^  oder  zugleich  i — i 
sind,  H^  sey,  sonst  ist  es  i — i. 

3.  Die  zweyte  Zeile  zeigt:  daß  wenn  die  Einheit  i — i  ist,  das  Pro- 
duct, wenn  beyde  Factoren  zugleich  i-fn  oder  beyde  i — i  sind,  i — i  und 
sonst  i-p  sey. 

4.  Im  ersten  Falle  der  dritten  Zeile  gehört  das  zweyte  Zeichen  deui 
Multiplicator,  und  da  dieser  reell  ist,  so  ist  die  Einheit  i^.  Dasselbe 
gilt  von  dem  folgenden  Falle.  Im  vierten  Falle  ist  die  Einheit  negativ, 
wo  Reelles  durch  Imaginäres  dividirt  imaginäres  giebt,  und  zwar  ne- 
gatives, wenn  beyde  ^  sind.  Der  dritte  Fall  wird  (§13  Anmerk.)  in 
Hinsicht  der  Antwort  nach  II  auf  +  1  reducirt. 

§  16 

Das  Zeichen -Gesetz  für  -|-  und  —  folgt  hieraus  anschaulich:  es 
werde  zuerst  die  oberste  Zeile  betrachtet;  die  zweyte  wird  auf  die  nehm- 
liche  Art  erwiesen. 

Es  sollen  zuerst  a,  h  beyde  t-pi  oder  beyde  i — i  seyn;  so  sind  auch 
—  a  und  —  h  beyde  i — i  oder  beyde  t^;  also  +  a  •  -f  &  sowie  a  -h  =  -\-  ah, 
und  —  ah  wäre  • — i.     Aber  +  a  •  ( —  h)  ist  —  aZ>;  denn  a  und  —  h  sind 

P.  Stäckel:  Wolfgang  und  Johann  Bolyai  11.  9 
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dann  weder  beyde  ^  noch  beyde  i — i,  das  Product  ist  also  i — i,  und 
-\-  ah  wäre  i-^. 

Wenn  aber  +  a  und  +  h  nicbt  beyde  ^  oder  i — i  sind;  so  sind 
es    auch    —  a    und    —  h    nicht;    folglich   a  ■  h  =  -\-  ah    ist   i — i,   so   wie 

—  a  ■  ( —  &);  und  —  ah  wäre  h|-i.  Und  dann  sind  —  a  und  +  h  entweder 
beyde  4^,  oder  beyde  1 — >;  folglich  muß  — a&  [i-p]  seyn;  denn  +  afc 
wäre  I — I  statt  h^. 

Eben  so  folgt:  daß  wenn  die  Einheit  1 — 1  ist,  gleiche  Zeichen  — 
und  ungleiche  -f  geben. 

Dasselbe  Gesetz  ist  bey  der  Division:  denn  der  Dividend  ist  -|- 
oder  — ,  und  gleichfalls  der  Divisor:  es  sind  also  4  Fälle  leicht  zu  durch- 
sehen; 2.  B.  wenn  die  Einheit  4^  ist,  und  der  Dividend  -f ,  der  Divi- 
sor —  ist;  mus  der  Quotient  —  seyn,  daß  er  mit  dem  Divisor  -|-  ini 
Producte  gebe. 

Ein  Sternchen  von  der  Größe  links  oben  bedeute,  daß  sie  mit  —  1 
begabt  ist;  so  ist  z.  B.  folgendes:  +  6  :  +  *2  =  -  *3;  +  6  :  -  *2  =  -f  *3; 

—  6  :  +  *2  =  -f  *3;  —  6  :  —  *2  =  —  *3.  Für  den  imaginären  Dividenden 
sind  die  2  mittleren  Fälle  in  der  dritten  Zeile  (§  15 j;  wo  die  2  erste 
FäUe  haben  -f-  1  am  Anfange,  und  der  dritte  kömmt  auch  in  Hinsicht 
des  +  1  oder  —  1  hinzu,  wie  es  am  Ende  von  §  15  gesagt  wird. 

§  n 

In  Hinsicht  der  Einheit  ist  auch  bemerkenswerth:  daß  wenn  etwas 
in  Hinsicht  des  k  als  respective  Größe  z  genannt  wird;  so  mus  die  Ein- 
heit des  z  die  Einheit  des  /c  seyn.  Und  wenn  y  in  Hinsicht  seines 
Werthes  k  für  x  =  \  als  respektive  Größe  z  genannt  wird,  die  Einheit 
der  [Größe]  z  soll  dasjenige  y  seyn,  dessen  Werth  für  a;  ==  1  die  Ein- 
heit des  Ä;  ist. 

Bey  spiele  für  das  erste:  jede  krumme  Linie  ist  eine  respective 
Größe  in  Hinsicht  der  Geraden,  welche  die  Gränze  der  Summe  der 
nacheinander  gelegten  Sehnen  ist,  wie  jede  krumme  Fläche  in  Hinsicht 
der   Gränze    der   Summe    der   nacheinander  gelegten   Triangel   u.  d.  gl. 

Für  das  Zweyte  ist  die  Einheit  der  Geschwindigkeit,  diejenige,  mit 
welcher  die  Einheit  des  Weges  in  der  Einheit  der  Zeit  beschrieben 
wird.  So  die  Einheit  der  Dichtigkeit  ist  die,  wo  die  Einheit  der  Masse 
in  der  Einheit  des  Volumens  ist. 

Man  kann  sogar  alle  Flächen  als  respektive  Größen  betrachten,  in 
Hinsicht  der  Länge  eines  Rectaugels,  wovon  die  Höhe  Einheit  der  Ge- 
raden ist;  und  jeden  Körper  in  Hinsicht  der  Länge  eines  Parallelopipeds, 
wovon  der  Boden  Quadrat  der  Einheit  der  Geraden  ist. 
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§  18 
Um  aber  die  in  Zahlen  gegebenen  Größen  behandeln  zu  können; 
entsteht  die  Aufgabe,  die  Zahlen  zu  bezeichnen?  Wenn  von  0  be- 
gonnen, jeder  bis  zu  einer  gewissen,  besonderes  Zeichen  gegeben  wird, 
und  sammt  0  und  dem  letzten  n  Zeichen  sind:  der  glückliche  indische 
Gedanke,  daß  jedes  um  eine  Stelle  links  n  mal  soviel  bedeute,  brachte 
es  auf  eine  selbst  dem  Archimed  unbekannte  Art  zu  stände. 

§  19 

Diesem  nach  sey 1111,        1       1       1 

und  darunter     ....3210     —  1  —  2—3 

In  der  unteren  Reihe  zeigt  1  die  Stelle  an,  wo  in  der  oberen 
Zeile  das  Zeichen  1  seinen  Werth  links  zuerst  ändert;  von  da  folgen 
links  die  2te,  3te  Stellen;  und  auf  einen  Gedanken  sind  beyde  Reihen 
links  und  rechts  ins  Unendliche  ausgedehnt;  und  die  Glieder  der  unteren 
als  Stellzeiger  der  darüber  stehenden  angesehen. 

Ferner  kömmt  der  Gedanke,  anstatt  n  jede  beliebige  Größe  a  setzen 
zu  können.  Und  nun  da  leicht  bemerkt  wird,  daß  wenn  P,  Q  Glieder 
der  oberen  Reihe  sind,  wo  der  Werth  a  über  1  steht,  und  z.  B.  p,  das 
unter  P  steht,  2  mal  so  groß  ist  wie  g,  das  unter  Q  steht,  daun  P  =  QQ 
ist:  so  entsteht  die  Frage,  wie  vielmal  so  groß  der  Stellzeiger  eines 
Gliedes  als  des  andern  ist?  Ist  s.  JB.  der  SteUzeiger  des  P  cmal  so 
groß,  wie  der  von  Q-,  so  wird  P  mit  Q%  und  Q  mit  }/P  bezeichnet 
(in  Hinsicht  des  a).  Es  ist  P  gleichsam  c  mal  steUigtes  Q,  und  Q  cmal 
entsteUigtes  P.  Es  ist  offenbar,  daß  wenn  q  unter  Q  und  p  unter  P 
steht,  und  q  nicht  0  ist,  c  =  p  :  q  ist;  weil  {p  :  q)  •  q=  p  ist.  Ebenfalls 

7 

ist  Q=  Pp^   wenn  p  nicht  0  ist;   folglich  wenn  von  p,  q  keines  0  ist, 

1 

c  =p:q,  und  f^P  =  P'. 

Z.  B.  Wenn  p  =  2  und  q  =  —  b  ist:  so  ist  der  SteUz.  von  P, 
(—2:  5)  mal  so  groß  wie  der  von  Q,  und  der  Stellz.  von  Q  ist 
(—  5  :  2)mal  so  groß  wie  p  =  2-,  denn  —  5  =  (—  5  :  2)  •  2.     Es  ist  also 

eben  das,  was  mif^/P  bezeichnet  wird.  Wenn  P=aP  ist,  so  ist  P°  =  1, 
weil  der  Stellz.  von  1  nehmlich  0  =  0.  p  ist;  also  "|/1  ==  P;  welches, 
weil  P  jedes  bedeuten  kann,  unendlich  viele  Werthe  hat.     So  ist  a  =  a^, 


p 


weil  1-1  =  1;   P=^aP,   Q  =  a^,   und  P  =  (>'/;   und 

9  9  1  9 

a'^  =  aa,  a    ^  =  1  :  cf 

Unten  wird  noch  der  Begriff  erweitert,   wo  das  Haupt   der  Reihe 
beständig  wird. 
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§  20 

Nun  ist  es  leicht  zu  beweisen: 

1.  Daß  wenn  P,  Q  Glieder  der  vorigen  oberen  Reihe  sind,  and  p 
unter  P  und  q  unter  Q  steht:  so  steht  PQ  über  p  -\-  q:  denn  es  ist 
leicht  4  Fälle  zu  durchsehen:  es  sey  zuerst  p  =  2,  dann  —  2,  und  q 
zuerst  3,  dann  —  3. 

2.  Wenn  u  =  v*;  so  ist  u'  =  v'^';  denn  es  sind  auch  hier  4  Fälle 
leicht  durch  zusehen;  es  sey  q  zuerst  2,  dann  —  2,  und  s  zuerst  3,  dann 
—  3;  2.  B.  wenn  q  =  2  und  s  =  —  3,  so  ist 

U^  =  (-y2)-3  _   l  .  ^^2y  _   l  .  ^2.3  _  ^-2.3_ 

3.  Wenn  zum  Haupt  der  Reihe  so  ein  v'^  gesetzt  wird,  daß  v'  =  a 
sey:   so   wird  s  unter  Q  stehen;   denn  (v«/ =  fS*  =  (v*)?  =  a?  =  ^.     Es 

r 

stehe  R  über  r;  so  ist  R  =  (v'^Y  =  v«'',  und  zugleich  R  =  Q' ,  und  in 

p 
der  Reihe  des  a  war  P  =  ^'^ . 

Es  sey  nun  v  das  Haupt:  unter  v^*  =  ^  wird  gs,  und  unter  v'^''  =  R 
wird  qr,   und  unter  v^"  =  {v'')p  =  oP  =  P  wird  ^s  stehen.     Folglich  ist 

p  ps  r  T'i 

P=  Q^  '^  Q^%   und  R=  Q'  =  q7\     Es   können    also   die  Exponenten 
auf  einerley  Benennung  gebracht  werden. 

Es  ist  auch  nach  1.  sichtbar,  daß  unter  PR  ps  +  qr  steht:  folg- 

lieh  ist  PP=  ^   '^»    =  Q^i    ''. 

Und  hieraus  ist  m*  :  «i^  =  w*~''.     Denn  m''  •  t<.*~^  =  m''+*~*  =  m*. 

/  P\r  pj^ 

4.  \P=^vj»=^i*.  Denn  dieses  ist  in  der  vorigen  Reihe  das 
über  pr  stehende  Glied;  dessen  Stellzeiger  pr  also  (j)*'  :ps)  =  (r  :  s) 
mal  so  groß  ist,  wie  jjs,  der  Stellzeiger  von  P,  und  zugleich  (pr  :  qs) 

pc 

mal  so  groß,  wie  qs,  der  Stellz.  von  Q.     Also  ist  P"  =  Q'^ . 

_         1         ^ 
Hieraus  wird  (§.  19.)  VP  =  P'^  =  Q^'. 

5.  Es  sey  a  ^^  und  reell  (der  Anschaulichkeit  wegen  durch  eine 
Gerade  vorgestellt),  und  x  bedeute  jedwede  ^^  oder  »— i  Gerade.  Es 
wird  bewiesen,  daß  a^  (wenn  auch  x  mit  der  Einheit  incommensurabel 
ist)  eine  bestimmte  Gerade  sey;  welcher  dann  x  in  Hinsicht  der  Basis  a 
Logarithm  genannt  wird. 

Um  aber  die  den  Logarithmen  entsprechenden  Größen  leichter  zu 
vergleichen,  und  die  Basis  nicht  immer  nennen  zu  dürfen  (wie  oben 
die  Einheit  entstand);  wird  eine  Basis  festbestimmt,  und  diese  ist  ge- 
meiniglich   10.     Es  wird  bewiesen;   daß  [es]   für  jede   n^ve   Gerade  G 
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SO  ein  x  giebt,  daß  10^=  6r  sey;  und  wenn  x  ^  ist  und  wächst,  auch 
10'  wächst. 

Demnach  werden  vorige  Rechnungsvortheile  (3,  4j  anwendbar:  da 
Tafeln  sind,  durch  welche  sich  entsprechende  Logarithmen  und  Zahlen 
gefunden   werden. 

Sogar  aus  B'  =  P  wird  z  gefunden:  da  log  (-B"),  das  ist  z  locr  B, 
=  log  P,  also  z  =  (log  P)  :  log  B.  Nehmlich  es  sey  B  =  10*  und  P  =  10^; 
so  ist  P-'  =  10*-  (4);  folglich  hz  =  z  log  B  =  p  =  logP. 

Z.  B.  a  zu  c  pro  Cent  geliehen,  und  die  Zinsen  zugeschlagen, 
wächst  auf  Ende  des  wten  Jahres  zu  s  =  aj)",  wo  p  =  (100  +  c)  :  100. 
Woraus  log5  =  w  log^  +  loga,  und  der  Werth  von  s  auf  die  Gegen- 
warth  reducirt  werden  kann.  Wenn  aber  mit  Ende  jeden  Jahres  k  :t  q 
weggenommen  wird,  wo  k  die  jährlichen  Zinsen  von  a,  und  +  q  posi- 
tives bedeuten;  und  der  Rest  R  am  Ende  des  wten  Jahres  gesucht 
wird:  so  ist  P  =  a  ±  (100g  :  c)  (1  —  p"").  Und  daß  P  =  0  sey  für  +  g, 
ist  a  =  (lOOq  :  c)(p''—  1),  und  n  =  [log(Ä.-  +  q)  —  logg]  :  logp. 

§21 

Derselbe  Weg  führt  zu  einem  höheren  Begriff  der  Potenz  und 
Logarithmen. 

Es  werde  in  §  19  statt  1  mit  dem  Comma,  r  und  s  statt  n,  und 
in  der  unteren  Reihe  Ji  statt  0,  und  d  :  /t  anstatt  1  gesetzt;  und  fi  be- 
deute positive  Zahl,  die  so  groß  genommen  werden  kann,  wie  beliebt, 
jedes  von  d,  r,  s,  h  aber  mag  jedes  beliebige  bedeuten.  Der  linke  Arm  soU 
rechts  und  links  der  rechte  gesetzt  werden,  und  r  mit  dem  darunter 
stehenden  li  soUen  llittel-glieder,  und  rs^  Haupt-glied  genannt  werden: 
welche  aber  im  Falle,   wenn  r  =  1  und  h  =  0,  normale  heißen  sollen. 

Auch  hier  können  die  unteren  Glieder  Stellzeiger  der  oberen  seyn; 
und  wenn  zwey  Glieder  der  oberen  K  und  J  sind,  und  h  -\-  k  unter  K 
und  h -\- i  unter  J  stehen:  des  K  Stellzeiger  ist  (/i  +  Z:) :(/<  +  ?')  mal 
80  groß  als  der  von  J. 

Es  seyen  nun  zwey  Paar  Reihen  A  und  P,  beyde  mit  normalen 
Mittel-gliedem.  Im  Ä  soUen  s  und  d  positiv  und  reell  seyn,  und  das 
Haupt-glied  heiße  e;  alle  Glieder  werden  ^^  und  reell. 

Im  B  soll  d  rein  imaginär  =*g,  und  das  Haupt-glied  =*1  seyn: 
es  wird  bewiesen,  daß  so  ein  positives  t  sey,  daß  f"  =  *  1,  und  wenn  /u. 
auch  ins  oo  wächst,  beyde  Haupt-glieder  beständig  bleiben. 

Nun  wird  es  auch  bewiesen:  daß  für  jedes  gegebene  g  sey  so  ein 
N  des  Ä  und  M  des  P  (als  Glieder  der  oberen  Reihen),  daß  NM  =  g 
sey.  Jedes  Gliedes  sowohl  in  Ä  als  in  B  ist  das  darunter  stehende 
Stellzeiger,  so  daß  §  20.  bis  auf  5.  beyden  gemein  ist. 
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Wenn  der  Stellz.  des  N,nd:^  und  m*q:^  der  Stellzeiger  des  M 
ist;  und  aus  dem  oberen  allgemeinen  Reihen -Paare  in  B  zu  Mittel- 
gliedern N  mit  dem  darunter  stehenden  nd :  ^  gesetzt  wird,  so  wird 
NM  an  die  Stelle  von  M  kommen,  und  darunter  (nd -{-  m*q):  fi  Stell- 
zeiger seyn.  Aber  um  {N3ff  hervorzubringen,  müßten  aus  Ä  das 
Glied  N^  mit  dem  darunter  stehenden  2nd:^  in  B  zu  Mittel-gliedern 
genommen  werden;  wo  dann  über  2nd :  fi -\- 2m*q  :  fi  in  der  oberen 
Reihe  N'^  ■  M^  stehen  wird. 

Um  aber  das  veränderliche  Mittelglied  zu  vermeiden:  läßt  man 
die  normalen  in  Ä,  B  und  addiert  den  Stellzeiger  des  N  aus  Ä  zum 
Stellz.  des  M  aus  B.  Es  wird  auch  d  =  1  genommen;  und  da  1 
unter  e  steht,  nimmt  man  sie  zur  Basis:  und  es  werden  N,  M,  NM 
demselben  e  auf  )i  :  fi,  m*q  :  (i,  (n  -\-  ni*q) :  ft  erhoben  gleich;  denn  i3.  B. 
der  SteUz.  von  NM  ist  {n  -f  m*q):  ft  mal  1. 

Zwei  Gründe  sind  dessen,  daß  q  imaginär  genommen  wird. 

1.  Wenn  beyde  Stellz.  zusammenzählbar  wären,  und  wäre  z.B. 
der  eine  2,  \22'\  der  andere  *3,  und  würde  3  anstatt  *3  genommen;  ^ 
wäre  was  anderes  als  e^**^ 

2.  Es  wird  auch  bewiesen:  daß  so  ein  q  sey,  daß  wenn  es  imaginär 
genommen  wird,  aus  jedem  Stellz.  das  obere  Glied  bestimmt  werden 
kann;  worauf  die  nehmliche  Art  wird  auf  A  angewandt,  folglich  auch 
e  bestimmt. 

§  22 

Wenn  in  diesem  Sinne  h  SteUz.  von  K  ist;  so  kann  K  mit  $Ä; 
bezeichnet  werden.  Und  da  bewiesen  wird,  daß  ^h  •  ^h  =  5(Ä:  +  h) 
sey:  so  ist  $*^  =  *!,  $2*g  =  —  1,  $3*^  =  — *1,  $4*^  =  1  =  $0)*«,  wenn 
a  =  Aq  und  v  jede  ganze  Zahl  bedeutet,  4^  oder  1 — 1,  auch  0 
nicht    ausgeschlossen;     und    so    ist    $(Ä'v*a)  =  $Ä;    und    es    ist    auch 

g  L(  +  v^)\^  =  g fe.     Folglich   auch   "■\/l  =  ^^-^-^    wo   gezeigt  wird,    daß 

wenn  anstatt  v  die  Zahlen  0,  1,  ... ,  (m  —  1)  gesetzt  werden,  m  ver- 
schiedene Werthe  herauskommen,  und  alle  anderen  Zahlen  geben  nur 
solche,  welche  unter  denen  sind. 

Wobey  zu  bemerken  ist:  daß  sie  alle  aus  dem  leichten  Satze  dar- 
gestellt werden  können, 

(cos  —  -f-  "sin  — )    =  cos q  +  *sin o  =  *1 , 

wenn  q  den  Quadranten  des  Zirkels  vom  Radius  1   bedeutet. 

Dieses  vorausgesetzt  wird  da  eine  allgemeine  Theorie  gegeben, 
nebst  einem  allgemeinen  Begriff  von  Potenz,  Wurzel  und  Logarithm. 
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§  23 

Aber  eben  daselbst  ist  auch  eine  andere,  rein  arithmetische  Methode: 
nachdem  der  binomische  Satz  (zuerst  bloß  für  ganzen  t-Jn  Expon.)  be- 
wiesen  worden;   wird   bewiesen,  daß   wenn   n   ins  oo  wächst,  (l  -f- — )" 

am  Gränzwerte  =1  -{-  v  +  -^  +  y^-  ■  '  •,    welches   mit   t)V  bezeichnet 

wird;  und  ferner,  daß  wenn  die  Summe  der  Glieder,  deren  Anzahl  un- 
<i^erade  ist,  mit  (^v,  und  deren  Anzahl  gerade  ist,  mit  })v  bezeichnet 
wird, 

sey  in  jedem  Falle;  wenn  aber  v  =  *u,  so  wird  ^v  =  cosu  und  })t;  =  *sinw. 

Ferner  wird  rein  arithmetisch  ebendaselbst  bewiesen:  daß  es  so 
ein  q  gebe,  daß  t)  *q  =  *1. 

Dann  wird  bewiesen:  daß  t)V  •'t)k  =  't}(v  -\-  Jc)-^  also  [^(v:m)]'"=  t)V, 
(t}vy='t)vk,  demnach  (t)iy  =  V)k  sey. 

Woraus  (§  21.)  e  =  t)l  ==  [t)(l  :^)]";  und  alles   von  $   gesagte  gilt 

von  t).    Z.  B.  ^[v*a:m)  enthält  alle  Werthe  von  "i/ 1   so  wie  ts  ^- — ^-"^"^  "'' 

m 

^O  '  j—  v  ^cc 

von  — 1,  und  % -^-^~ von  *1  alle  mten  Wurzeln. 

§24 

Und  nun  kommt  die  Definition  der  Potenz  und  Logarithm  ver- 
mittelst folgender  verschiedenen  Gleichheitszeichen: 

z{j=  j  bedeute,  daß  jeder  Werth  des  z  irgend  einem  Werthe  von  j 
gleich  sey;  dasselbe  bedeute  j  =)z. 

z(=)j  bedeute:  daß  eines  jeden  von  z  und  j  jeder  Werth  irgend 
einem  Werthe  des  andern  gleich  sey. 

z)  =  j  so  wie  z  =  {  j  bedeute:  daß  irgend  ein  Werth  des  z  irgend 
einem  Werthe  des  j  gleich  sey. 

0=J  bedeute:  daß  jedweder  Ausdruck,  welcher  in  der  Gleichung 
gleich  ist,  auch  gleiches  bedeute. 

Z.B.  n  (=]/-"!,  aber  *1  ist  nicht  (=)y:^-,  j/ZTi  _|.  |/iri  = 
aber  nicht  (=)  2]/ —  1;  da  im  letzteren  Gliede  der  Gleichung  jedes  Aus- 
drucks jeder  Werth  genommen  werden  kann;  es  ist  wie  das  Auflösungs- 
zeichen in  der  Musik. 

Da  nun  '^v  =  t)V  war;  es  sey  gleich  V.  Von  diesem  V  wird  v 
Icgnat  genannt,  aber  mit  dem  Zeichen  v  (=  Ig  V.  Und  wenn  jedes 
von  c,  C,  a  [einen]  einzigen  Werth  hat,  und  e  tg  a)  =  lg  C;  so  wird 
C  (=  a*^,    und    a  (=]/C',    und    c  (=logC  in  Hinsicht  des  a  bezeichnet 
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und  benannt.  Wenn  a  =  T)l  ist,  so  ist  es  e  Basis  des  natürliclien 
Systems. 

Und  wenn  a  ==  t)h,  und  C  (=  a*^;  so  ist  C  =  t)hc,  und  1  -.b,  durch 
welches  der  Ig  C  multiplicirt  den  log  C  in  Hinsicht  der  Basis  a  gielpt, 
wird  Modul  des  Systems  der  Basis  a  genannt.  Daher  giebt  t){l:0) 
die  Basis  a,  wenn  6  den  Modul  bedeutet. 

Anmerkung.    Das  Zeichen  )=  ist  darum:  weil  clga  nicht  (=  tg  C     v 
noch  Ig  a  (=lg(7:c  ist.     Denn  (wenn  k  ein  Ig«  ist),  fürs   erste   wäre     1 

cÄ;  -f-  cv*a  (=  cÄ;  +  r*a; 

wenn  aber  c  =  2 : 3  und  v  =  5,  müßte  2-5:3  ganze  Zahl  seynj  fürs 

zweyte  wäre 

k  -\-  v*a  (=  Ä;  +  r*cc:c] 

folglich  vc{=-r,  also  2-5:3  müßte  ganze  Zahl  sein. 

So    auch    (Vä)"  ist   nur    )  =  VW)    ^^^    aus   A^  =  B"   folgt  selbst 

n 

J.)=  5'"  nicht;  z.  B.  fürs  erste  sey  Ä;  ==  3 : 2,  und  c  =  1 : 2,  und  h  =  1. 
Der  erste  Ausdruck  hat  6  und  der  zweyte  7  Werthe,  und  nur  dreye 
von  jenen  sind  dreyen  von  diesen  gleich.     Für  das  zweyte  V  =  (—  ly, 

aber   1  ^    ist  nicht  —  1.     Wenn   aber   n,  m   unter   sich   Primzahlen  sind, 

n 

SO  folgt  A{=  B'^. 

Auch  a*-  a'^  ist  allgemein  nur  =)a^  +  ''.  Im  Werke  sind  die[se]  und 
ähnliche  Fälle  vermittelst  des  Zeichens  $  durchgesehen,  und  mit  Bey- 
spielen  erläutert. 

§25 

Da  nun  ferner  bewiesen  wird,  daß  jede  Größe  durch 

ycosu  +  y*  sinu 

ausgedrückt  werden  kann;  wo  y  und  u  reell  sind,  und  u  den  Weg 
eines  Functes  in  der  Peripherie  vom  Halbmesser  1  bedeutet:  so  sind 
daselbst  nicht  nur  die  Größe,  sondern  auch  ihre  Potenzen  (der  Ex- 
ponent mag  reell  oder  imaginär  oder  gemischt  seyn)  sammt  allen 
Logarithmen  dargestellt. 

Es  sind  nehmlich  zwey  parallele  Abscissen- Linien:  auf  beyden 
sind  die  x\bscissen  x  gleich;  von  einem  Puncte  a  in  jeder  rechts  ^^, 
links  1 — i;  auch  die  Ordinaten  y  sind  in  beyden  an  den  Enden  p  der 
gleichen  x  gleich.  Es  sey  nun  am  Ende  p  jeder  Abscisse  x  ein  darauf 
senkrechter  Kreis  des  Radius  1;  und  vom  oberen  Ende  des  auf  x  aus 
dessen  Ende  p  senkrechten  Durchmessers  bewege  sich  ein  Punct  immer 
weiter,  zuerst  hinter  die  Tafel  gerichtet;  sein  Weg  sey  m,  und  der  End- 
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Punct  immerwo  sey  p'  und  t)X  sey  y.  Und  auf  der  oberen  Abscissen- 
Linie  werde  von  p  auf  pp'  (gegen  p')  y  cosu,  auf  der  untern  i/*sinw  auf- 
getragen: es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  das  erste  die  Gestalt  8,  das 
zweyte  die  Grestalt  oo  giebt;  welche  immer  ähnlich,  rechts  unendlich 
zu-  und  links  unendlich  abnehmen.  Das  erste  Reelle  ist  da  zum 
Unterschiede  schwarz,  das  zweyte  (rein  imaginär)  roth  angedeutet. 

Jeder  Größe  Q  =  y  cos ii  -\-  y*smu  entspricht  demnach  gewisses  p 
und  gewisses  M,  folglich  ycosu  im  oberen  Theile  des  Schema,  und  ?/*  sin  w 
im  unteren.     Und  jeder  lognat  Q  ist  im  ap  -\-  *u  -\-  v*a  begriffen. 

§26 

Oben  (§  13.)  erwähnte  Eegeln  für  die  Meßbilder  der  Gemischten  sind. 

1.  Für  das  Meßbild  der  Hauptmcssung  einer  Reellen  v  mit  rein 
imaginären  V  verbundenen :  soll  jede  mit  ihrer  Einheit  gemessen  werden; 
aber  nach  I,  II,  III  soll  links  das  Meßbild  des  c,  und  rechts  des  *d 
geschrieben  werden. 

2.  Wennc  +  *^  mit  einer  reinen  [Größe]  gemessen  wird;  zuerst  soll 
diejenige  gemessen  werden,  welche  mit  der  Maß  dieselbe  >-f^,  oder  i — " 
Einheit  hat;  und  dieses  Meßbild  links,  das  andere  rechts  geschrieben 
werden. 

3.  Wenn  aber  die  Maß   gemischt  ist;  z.B.   a-\-*b,   wo   a,b  reell 

sind,    und   K   mit    a -\-*b    gemessen    werden    soll;    so    kann   K  immer 

=-  P  -\-  Q  seyn,  wo  sowohl  P  als  Q  gemischte  Größen  sind;  und  wenn 

P  mit  a,  und  Q  mit  *b  gemessen  gleiches  Meßbild  geben:  so  soll  dieses 

Meßbild    der    Messung    von    K    mit    a -\-*b    seyn.      Nehmlich    K  sey 

c  -{-*d  =  P  -\-  Q,    wo   c  und    d   reell   sind;    so   ist  F  =  ax  —  a*y  und 

Q  =*bx  —  by,  und 

d    ,  abc  —  a^d  ,  hc  —  ad 

^  =  x  -^ ii, — j,s      und     y  =  — ^ — TT^- 

b         a^b  —  b^  ^         a*— fe* 

Daß  aber  P.a=  Q:*b  sey;  sollte  P  =  ax  -'r*ay  und 

d    ,  abc  —  a^d  ^  ad  —  be 

^  =  i  -\ m—r<r     und     V  =     ,  ,  , , 

genommen  werden.  Denn  das  vorige  ist  für  die  Gleichheit  der  Meß- 
bilder, welches  mit  der  Gleichheit  der  Quotienten  nicht  identisch  ist, 
wie  leicht  gezeigt  werden  kann;  aber  der  Küi'ze  wegen  sammt  der 
Art,  die  Werthe  von  P,  Q,  x,  y  zu  finden,  wegbleibt.    Im  letzteren  wird 

K=  P+Q  =  a{x^*ij)+*b(x  +  *y)  =  (a +*b){x +*y); 

denu  das  Meßbild  von  K  in  Hinsicht  des  {a  +  *b)  ist  gleich  der 
Hauptmessung  des  (x-\-*y)  (mit  der  gesetzlichen  Ausnahme  §13.  An- 
merkung). 
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§27 

Endlich  wird  bewiesen:  daß  aus  jedweder  Anzahl  der  Glieder  die 
Factoren  bestehen  mögen;  es  kömmt  dasselbe  heraus,  wenn  jedes  Glied 
des  Multiplicanden  mit  jedem  Gliede  des  Multiplicators  multiplicirt 
wird  und  diese  Partial-Producte  addirt  werden,  als  wenn  die  Summe 
a  +  *&  des  Multiplicanden  mit  der  Summe  x  -{-*y  des  Multiplicators 
multiplicirt  wird;  wo  jedes  auch  0  seyn  kann. 

Daß  auch  die  Factoren,  wie  viele  und  wie  beschaffen  sie  seyn 
mögen:  in  jeder  Ordnung  dasselbe  Product  geben,  wird  freylich  er- 
wiesen. 

§28  I 

Jede  auch  heterogene  Größen  können  vermittelst  der  Einheit  zugleich 
auf  der  Tafel  ersclieinen:  jede  nehmlich  durch  einen  Repraesentanten, 
welcher  des  E  (§  14.  Einheit  der  Geraden)  eben  sovieltes  ist,  wie  die 
repräsentirte  der  Einheit  ihrer  Gattung.  Ferner  soU  jeder  Repraesentant 
auf  den  Fall  der  Addition  und  Subtraction  mit  positiver  oder  negativer 
Qualität  und  auf  den  Fall  der  Hauptmessung  mit  + 1  oder  —  1  begabt 
werden. 

Es  sind  zwey  Hauptfragen:  m 

1.  Wenn  gewisse  Größen  mit  gewissen  Qualitäten  begabt,  mit 
gewissen  Operationen  behandelt  werden,  was  das  Resultat  wird? 

2.  Um  gewisses  Resultat  zu  erhalten,  was  für  Größen,  mit  welchen 
Qualitäten   begabt,   mit   welchen  Operationen  behandelt  werden  sollen? 

Wenn  nun  die  gesuchte  Größe  z.  B.  als  2  drittel  der  Einheit  E 
herauskömmt;  so  ist  sie  2 drittel  der  Einheit  ihrer  Gattung. 

Anmerkung.  1.  Des  gesagten  Sinn  aber  ist  nicht,  die  Operationen 
mit  den  repraesentirenden  Geraden  geometrisch  auszuführen:  es  ist  nur 
eine  die  gewöhnliche  Erscheinung  der  heterogenen  auf  der  Tafel  recht- 
fertigende VorsteUungs-Art,  welche  es  in  ein  helles  Licht  setzt.  Es 
können  zwar  diese  Repraesentanten,  mit  ihrer  Einheit  gemessen,  auch 
in  Zahlen  ausgedrückt  werden. 

2.  Die  Geometrie  kann  zwar  die  Gerade  zur  Geraden  hinzuthun, 
eine  aus  der  andern  wegnehmen,  auch  a  -h,  a:h,  Ya,  a'^,  wenn  0  =  ^:2" 
vollkommen  herausgeben,  wenn  auch  a  oder  h  oder  beyde  mit  der 
Einheit  incommensurabel  sind,  m,  n  aber  ganze  yj^  Zahlen  sind. 

Sogar  wenn  die  Größen  nicht  in  Linien  gegeben  werden;  kann 
sie  sie  in  Linien  ausdrücken,  die  Einheit  theilend  und  der  Theile  An- 
zahl nehmend;  und  so  auch  umgekehrt  eine  Gerade  mit  der  Einheit 
messen.  Auch  im  Falle,  wo  sie  das  Resultat  nicht  vollkommen  giebt, 
annähert  es  ohne  Ende. 
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Die  Arithmetik  hingegen  braucht  eine  Ewigkeit  z.  B.  zu  ]/2;  sogar 
die  Multiplication  jeder  Linie  a  kann  sie  mit  einer  mit  der  Einheit 
incommensurablen  nicht  vollenden;  sie  kann  sich  auch  gar  nicht  rühren 
wenn  ihr  die  Größen  nicht  geraessen  gegeben  werden;  wie  die  Geometrie 
ohne  Einheit  in  den  von  der  Hauptmessung  abhängenden  Operationen 
nichts  thun  kann. 

3.  Zur  ersten  der  2  Fragen  gehören:  was  giebt  *a  mit  *h,  was 
mit  —*h  multipliciert?  Das  erste  ist  — ah,  das  zweyte  ah  (jedes  von 
a,  h  mag  ^  oder  i — i  seyn).  Was  giebt  *a  mit  *6,  was  mit  — *6,  was 
mit  h,  was  a  mit  *h,  was  mit  — *h  dividirt? 

Zur   2ten  Frage   gehören:    womit   soll   c -\-*d  multiplicirt   werden, 
daß  a  -\-*h  herauskomme?  es  ist  leicht  einzusehen,  daß  allgemein  weder 
X  noch  *y  allein,  sondern  x  -\-*y  seyn  soll;  und  es  wird 
{ac  +  hd+*hc-*ad):(c^-{-  d'). 

Was  ist,  welches  mit  ihrem  Entgegengesetzten  multiplicirt  16  giebt? 
es  ist  *4,  auch  — *4.  Giebt  es  so  ein  *x,  daß  (*x)^=4  sey?  das  ist 
unmöglich. 

Der  Preis  von  1  Elle  ist  3  Gulden,  was  ist  von  2?  der  Multipli- 
cator  2  mit  —  1  begabt  würde  *6  Gulden  geben:  welches  zwar  eben  so- 
viel ist,  als  wenn  es  mit  +  1  begabt  wäre;  aber  wenn  ferner  eine 
Multiplication  mit  *1  ist,  käme  —  6  heraus,  weil  *6  •  *1  =  —  6.  Es  soU 
der  einfachste  Weg  gewählt  werden:  und  nur  da  —  1  gegeben  werden, 
wo  es  nöthig  ist,  und  wenn  es  das  Resultat  der  Operation  erfordert; 
besonders  welche  zusammenzuzählen  sind,  sollen  mit  derselben  Einheit 
begabt  seyn. 

§29 

In  jedem  von  A-\-B=S,  aB=^h,  C  (==  a'^  sind  3  Dinge,  und 
3  Dinge  haben  3  Amben:  woraus  die  Frage  entsteht;  aus  jeder  Ambe 
ihr  drittes  zu  suchen. 

Durch  Wiederholung  der  Operationen  (wozu  auch  gewisse  Bedingung 
hinzukommen  kann)  entstehen  die  Beihen,  und  Reihen  aus  Reihen. 

Und  aus  allen  diesen  entsteht  das,  was  man  Function  nennt:  ein 
Ausdruck,  in  welchem  eine  oder  mehrere  Veränderliche  mit  Constanten 
und  gewisser  Bestimmung  zusammengefügt  sind. 

Das  Ganze  ist  unter  dem  Sinnbilde  eines  Baumes  dargestellt:  dessen 
Stamm,  aus  den  Gründen  durch  eine  im  Ungrischen  vermittelst  der 
(§  24.)  Gleichheits-Zeichen  kurze,  auch  die  Axiomen  darstellende  Logik 
emporgewachsen,  sich  in  eine  mit  der  Theorie  der  Functionen  blühende 
Krone  ausbreitet;  und  die  erhabene  Frucht  bringt,  daß  ein  sterbliches 
Aug  die  Gesetze  der  unendlichen  Natur  lesen  lerne. 
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§30 

Mit  der  Function  entstehen  folgende  Hauptfragen: 

1.  Was  der  Werth  der  Function  sey,  wenn  jeder  der  darinn  vor- 
handenen Veränderlichen  gewisser  Werth  gegeben  wird? 

2.  Was  für  ein  Werth  der  Veränderlichen  gegeben  werde,  daß  der 
Function  Werth  gewisser  Bedingung  entspreche?  z.  B.,  daß  es  Maximum 
oder  Minimum,  oder  der  Werth  =  0  sey?  (das  letzte  ist  der  Gleichungen 
Aufgabe)  oder  was  soll  v  sein,  daß   hv  =  K  sey? 

3.  Was  für  eine  Function  soll  seyn,  daß  sie  gewisser  Bedingung 
entspreche? 

4.  Was  ist  das  Increment  I  der  Funktion  F  für  gewisses  Increment 
i  der  Veränderlichen?  z.  B.  wenn  aus  rc,  x  -{-  i  wird.  Hieher  gehört 
nicht  nur  das  Binom  {z.  B.  wenn  F  =  x'',  für  {x  +  «)''  wird  x^  +  /), 
sondern  auch  Taylors  Satz. 

5.  Aus  der  Vergleichung  des  /  mit  i  entsteht  die  Frage:  was  I :  i 
wird,  wenn  i  kleiner  als  jedes  gegebene  wird?  Ob  es  nicht  eine  gewisse 
Function  zur  Gränze  habe?  und  dann  wie  aus  dieser  zu  der  ersten 
Function  zu  kommen  sey? 

6.  Und  wenn  dieses  mit  der  Gränz-function  und  immer  weiter 
wiederholt  wird;  entsteht  der  Gedanke:  ob.  es  nicht  möglich  sey,  rück- 
wärts zur  ersten  Function  .zu  gelangen,  das  heißt,  diese  durch  jene 
auszudrücken?  Maclaürins  Reihe,  welche  vom  La  Grange  die  Beweis- 
art und  wo  man  aufhören  will,  die  Bestimmung  der  Gränzen,  zwischen 
welche  die  Ergänzung  der  Reihe  fällt,  erhalten  hat;  welches,  im  Ung- 
rischen  anschaulich  dargestellt  ist. 

7.  Wenn  nun  zweyer  Functionen  F  und  F'  Incremente  I  und  /', 
in  beyden  für  das  Increment  t  der  Veränderlichen,  sind;  entsteht  die 
Frage:  ob  aus  dem  Verhältniß  des  I  zu  /'  nicht  auf  das  Verhältniß 
des  F  zu  F'  zu  schließen  sey?  z.  B.  wenn  des  /:  T  Gränzwerth  1  ist, 
indem  *  kleiner  als  jedes  gegebene  wird.  Hieraus  entspringt  der  fol- 
gende §.  Schon  Archimed,  den  Newton,  Princeps  Mathematicorum  nennt, 
hat  aus  der  Gleichheit  der  Gränzwerthe  des  1 :  i  und  I' :  i  auf  die 
Gleichheit  des  F  zu  F'  geschlossen. 

Es  seyen  folgende  Bezeichnungen: 

1.  Q  ' — h  bedeute:  daß  wenn  h  eine  endliche  beständige  Größe 
oder  0  ist;  für  jedes  zu  h  und  Q  addirbare  co,  nicht  0,  so  ein  Q  sey, 
daß  Q  —  h  <i  CO  sey;  wenn  aber  &  =  oo,  so  bedeute  ^  '-^  oo,  daß  Q 
größer  als  jedes  gegebene  werden  könne.    Es  wird  h  limes  des  Q  genannt. 

2.  Aber  a  <.c  bedeute:  daß  a  (abgesehen  von  i-^,  > — i,  +  1,  —  1) 
gleich   einem  Theile   des  c  sey;   a  <!,  d  aber  bedeute,   daß  wenn  beyde 
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vom  OPuncte  einer  Abscissen  Linie  in  dieselbe  gelegt  gedacht  werden, 
was  ^^  ist  rechts  und  links,  was  i — i  ist,  der  Endpunct  des  a  vom  End- 
punet  des  d  links  fällt.     So  ist  —  3  <  0,  0  <  1,  nicht  0  <  1. 

Anmerkung  [1].  Folgender  in  der  §  29.  erwähnten  Logik  bewiesener 
Satz  ist  zum  Beweise  des  Ihnes  nöthig  und  auch  in  manchen  anderen 
Fällen  dienlich. 

Wenn  nach  dem  Punkte  a  einer  stetigen  Zeit  ab  in  jedem  ihrer 
Puncte  ist  Ä,  nach  b  aber  in  irgend  einem  Puncte  ist  Ä  nicht:  die  Zeit, 
binnen  welcher  vor  ihrem  Ende  bis  a  immer  A  ist,  muß  einen  End- 
punct p  haben;  so  daß  wenn  der  Zeitpunct  f  nach  p  ist,  von  dem  f 
bis  a  nicht  immer  A  ist.  Und  in  dem  Punkt  p  ist  entweder  das  letzte 
A  oder  das  erste  Nicht  A,  und  zwar  so  ein  Nicht  A,  nach  welchem 
eine  Weile  immer  Nicht  A  ist,  im  Falle,  wenn  nach  p  nicht  jeder  p' 
(bis  zu  einem  gewissen)  solcher  ist,  das  zwischen  p  und  p'  sowohl  A 
als  Nicht  A  sey. 

Anmerkung  [2].  Der  Gränz-werth  des  Resultats,  indem  jede  ver- 
änderliche sich  ihrer  Gränze  nähert,  wird  in  Hinsicht  dieser  Gränzen 
mit  demselben  Namen  belegt.     So  ist  1:0  =  oo.^) 

§31 

Nun  folgen  nach  5.  und  7.  im  vorigen  §.  die  erste  Gründe  der 
Di/ferential-Iiechnung. 

1.  Wenn  auch  mehrere  Veränderliche  zugleich  gesetzt  wären:  die- 
jenige, 2.  B.  X,  welcher  ein  gewisser  Werth  y  durch  eine  ^  ganze  Zahl 
n  getheilt  gedacht  werde;  soll  die  Haupt-veränderliche  heißen;  und  y.n 
soll  mit  X  bezeichnet  werden. 

IL  Jeder  Veränderlichen,  z.  B.  y,  welche  mit  x  zugleich  vorkommt, 
soll  derjenige  Werth  verstanden  werden,  welchen  sie  am  Ende  dessen 
x  hat;  und  y  bedeute  y  —  y',  unter  y'  denjenigen  Werth  von  y  ver- 
standen, welchen  es  für  x  —  x  hat,  wenn  vom  Ende  des  x  ein  x  weg- 
genommen wird. 

III.  Ein  Buchstab  (oder  Zeichen)  in  Klammern  geschlossen,  mit 
nachgesetzten  einer  oder  mehreren  Veränderlichen:  bedeute  eine  die- 
jenige  Veränderliche  enthaltende  Function,  z.  B.  (A)x  kann  einen  von  x 
abhängenden  Ausdruck  bedeuten;  kann  aber  als  selbst  mit  x  veränder- 
liches,  u  genaimt  werden;  also  (nach  IL)  wird  ii  =  {A)x  —  {A){x  —  x) 
=  u  —  {^A){x  —  x)-^  folglich  u  —  M  =  {A){x  —  x).  Es  soU  ü  auch  durch 
{(x)x  bezeichnet  werden;  und  dieselbe  Bezeichnung  gelte  auch  für  andere 
Buchstaben.    Es  heiße  auch  {a)x  das  ivahre  Differential  des  (^)a;;  von 


1)  [Dieses  zweite   Anmerkung  findet  sich  in  den  Errata,  S.  87.] 
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dem  mit  diesem  zur  folgenden  Absicht  gleichgeltenden  Differentiale  wird 
unten  [gesprochen  werden]. 

IV.  Aus  {Ä)x,  wenn  anstatt  x  zuerst  nx  =  y,  dann  (n  —  l)i;,  und 
s.  w.  bis  {p  —  l)x  =  ß  gesetzt  wird  (unter  p  eine  ganze  i^  Zahl  ver- 
standen): entsteht  folgende  Reihe 

{Ä)nx,  (Ä){n  -  l)x,  .  .  .,  {Ä)px,  (A)(p  -  l)x. 

Es  ist  offenbar:  daß  (Ä)px  —  {Ä)(p  —  l)x  das  dem  ^ten  x  ent- 
sprechende Increment  des  (Ä)(p  —  l)x  =  {Ä)ß  sey;  und  so  dem  pten, 
{P  +  l)ten  .  .  .  nten  x  entsprechende  Incremente  folgende  Reihe  dar- 
stellen (von  der  Rechten  gegen  die  Linke  gehend): 

{Ä)nx  -  {Ä)(n  -  l)x,  {Ä)(n  -  l)x  -  {Ä)(n  -  2)x, 
(A)in  -  2)x  -  {Ä){n  -  3).'*; ....  (Ä)px  -  {Ä){p  -  l)x, 

welcher  allgemeines  Glied  {Ä)mx  —  {Ä){m  —  l)x  mit  a^  bezeichnet 
werden  kann;  wo  m  jede  ganze  Zahl  von  p  bis  n  (einschließlich)  be- 
deuten kann.  Wenn  aber  n  z.  B.  3  mal  so  groß  wird,  auch  p  und  die 
Anzahl  der  Glieder  wird  3  mal  so  groß. 

Es  ist  auch  klar:  daß  die  Summe  dieser  Reihe,  da  die  mittlere 
Glieder  sich  aufheben,  {A)nx  —  {Ä){p  —  l)x,  das  ist  (Ä)'y  —  {A)ß,  das 
dem  y  —  ß  entsprechende  Increment  des  (^)/3  sey;  welches  hier  mit 
i^A)  bezeichnet  werden  kann. 

V.  Wenn  n  '-^  oo ;  jede  Reihe  wird  immer  endliche  Zahl  der  Glieder 
und  letztes  Glied  haben:  aber  letzte  Reihe  ist  nicht. 

Es  gibt  Functionen,  in  welchen  dem  y  —  ß  entsprechendes  Increment 
von  n  unabhängig,  und  solche,  wo  es  abhängig  ist:  es  sey  z.  B.  ein 
A  abc;  ah  sey  die  Grundlinie,  und  bc  L_  ab;  es  sey  a  Anfang  der  Ab- 
scissen,  und  ah  =  y,  n  =  1  und  i?  =  3;  folglich  ß  =  2x,  y  =  1  x. 

Es  bedeute  {A)x  die  Fläche  des"  A,  dessen  Basis  x  und  [dessen] 
Höhe  die  Ordinate  am  Ende  des  x  ist:  so  ist  das  dem  ^ten  x  ent- 
sprechende Increment  das  Trapez  zwischen  den  Ordinaten  am  Anfange 
und  Ende  desselben  ic,  und  s.  w.,  und  das  dem  y  —  ß  entsprechende 
ist  das  Trapez,  welches  auf  y  —  ß  steht  zwischen  den  Ordinaten  der 
Enden  von  ß  und  y.  Welches  dasselbe  bleibt,  n  möge  wachsen  wie 
es  will. 

Nun  werde  vom  obern  Ende  der  Ordinate  von  y  Parallele  bis  zur 
nächsten  Ordinate  zur  Basis  gedacht:  so  entsteht  ein  Rectangel,  wovon 
die  Basis  x  und  die  Höhe  die  Ordinate  am  Ende  desselben  Je  i.st.  Wenn 
dieses  bey  jedem  x  bis  a  fortgesetzt  wird,  und  die  Summe  dieser  Rec- 
tangel (V)x  benannt  wird;  so  ist  die  Function  [V]  offenbar  von  n 
abhängig.  Dasselbe  ist,  wenn  vom  Ende  jeder  Ordinate  die  Parallele 
bis  zur  nächsten  Ordinate  vorwärts  gegen  b  gedacht  wird:  die  Summe 
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dieser  Rectangel  sey  {U)x.  Es  ist  auch  klar,  daß  sowohl  (F)  als  (U) 
von  n  abhängig  sind. 

VI.  Wenn  z  :  z'  ■=  oder  '— ^  1:  so  heißen  z  und  z'  gleichgeltend] 
es  wird  (in  den  am  Titelblatt  genannten  Werken)  z  ^  z'  bezeichnet: 
wo  vorzüglich  im  späteren  vieles  zur  absichtlichen  Verwandlung  der 
Differentiale  in  gleichgeltende  bewiesen  wird. 

Wenn  z  —  z'  ~<  {z' :  N)  für  beliebig  großes  iV;  so  ist  z  :  z'  ^-^  1. 
Denn  durch  s'  dividirt,  wird  {z  :  z')  —  1  <i{l  :  N). 

Wenn  z  :  z'  ' —  1;  so  sind  z  und  z'  entweder  beyde  y^  oder  beyde  i — i. 
Denn  sonst  wäre  z  :  z'  < — <,  und  [z  :  z')  —  1   wäre  >  1   (nach  p.  31). 

Wenn  (c)  x  :  v  =  oder  ' —  u;  so  ist  vu:(c)x  =  oder  '-^  1,  und 
wenn  u  eine  von  n  unabhängige  Function  ist,  heißt  vu  Differential  des 
{(J)x,  dessen  wahres  Differential  {c)x  ist;  bey  jenem  wird  das  Wort 
wahres  weggelassen. 

VJI.  Wenn  z  das  Differential  des  {A)x,  und  z'  =  (a)x  ist;  so  ist 
für  z'  =  z  -\-  qz  das  q  ' — ^  0.  Denn  z  :  (a)x  > —  1  (wo  nicht  =  ist);  folg- 
lich (bey  endlichem  q)  wird  —  q  <i  (l  -h  q)  '•  N  (für  N  • —  oo);  denn 
{z\z)  —  \<{\:  N),  folglich  z  —  {z  +  qz)  <  {z  -}-  qz)  :  N. 

Wenn  nun  t  das  Differential  des  {B)x  und  t'  =  Q))x  ist;  so  ist 
gleichfalls  t'  =  t  ^  q' t,  wo  q'  > — ^  0. 

Folglich,  wenn  z  :  t  > — ^  1;  ist  auch  {a)x  :  {h)x  ' —  1.  Denn  es  ist 
auch  t  =  z  -{-  q" z,  und  q"  "-^  0.    Also  (z'  —  t')  :  t'  (das  ist  {z'  :  t')  —  1) 

=  ^  +  .gg  — (g  +  gg^^  +  ^^g^  +  g'g"^)  _  ?  —  (g'  +  g"  +  i'i") 
^  +  2"^  +  2'2  +  g'<?"^  1 -|-?'  +  2"  +  g'2"  ' 

welches  '-^  0,  da  nur  der  Zähler  ' —  0. 

Wenn  also  die  Differentialen  der  {A)x,  {B)x  gleichgeltend  sind 
(wenn  sie  auch  in  Hinsicht  verschiedener  Veränderlichen  genommen 
würden);  so  sind  auch  {a)x  und  (b)x  gleichgeltend. 

VIII.  Wenn  {a)x:(h)x' — ^1;  so  ist  auch  «,„:&„,  ^ — ^  1.  Denn 
a^,  &,„  sind  unter  (a)x,  {h)x  begriffen  (IV.).  Und  wenn  a^^  :  &^  ' —  1, 
und  zwar  jedes  für  dasselbe  w;  also  «„,  ~  ^m  ^  fnfimQ  (^^  fm  ächter 
t-^  oder  I — I  Bruch,  und  q=1:N  ist) :  es  ist  dann  [Ä)  =  {B)  (IV.). 

Denn  substituirt  dem  m  [alle  ganzer  Zahlen]  von  n  bis  p  entstehen 
folgende  3  verticale  Reihen: 

an-l-K-l^fn-lK-lQ 


Wo    die  Summe   der  2  ersten  Columnen  (Ä)  —  (B)  ist;   und  die  dritte 
<;  L(J5)^  =  (B)  :  iV],  welches  ^^  0,  da  N  ' —  oo.    Es  kann  auch  in  jedem 
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Gliede  hx  substituirt  werden,  wo  Ä;  =  {B)  :  (y  —  ß)  bedeutet;  wornach 
alle  X,  die  in  y  —  ß  sind,  zusammen  gleichsam  ein  Rectangel  bilden, 
wovon  die  Basis  y  —  ß  und  die  Höhe  k  ist;  welches  wenn  auch  n  wächst, 
beständig  bleibt,  da  wenn  n  dreymal  größer  wird,  x  dreymal  kleiner 
wird,  aber  3  Glieder  mit  der  nehmlichen  Höhe  darauf  kommen.  Dieses 
auch  wird  mit  dem  Factor  q  kleiner  als  jedes  angebliche.  Folglich  ist 
keine  Größe  g,  daß  (Ä)  +  (B)  >  g  sey.  Also  ist  (Ä)  =  (B),  wie  2  Ge- 
raden, deren  Unterschied  nicht  größer  als  eine  angebbare  ist,  gleich  sind. 

Wenn  also  die  Diflferentialien  von  {A)x  und  {B)x  gleichgeltend 
sind:  so  ist  (J.)  =  {B). 

Daß  es  für  ein  gegebenes  N  für  alle  Glieder  von  ß  bis  y  dasselbe 
n  gebe;  erhellet  so:  in  jedem  Puncte  von  ß  bis  y  kann  das  hinlängliche 
n  als  Ordinate  gedacht  seyn;  und  es  kann  n  auch  noch  größer  als  jede 
genommen  werden. 

IX.  Wenn  {Ä)  =  (B),  das  ist  {Ä)y  -  {Ä)ß  =  (B)y  -  (5)/3;  so  ist 

iÄ)y^{B)y-(B)ß-\-(Ä)ß- 
welches  mit  {Ä)x={B)x-{-const.  bezeichnet  werden  kann,  da(-(l)/3  —  {B)ß 
constant  ist. 

Diese  Constante  ist  a  —  {B)h,  wenn  so  ein  h  gefunden  wird,  daß 
{Ä)h  =  a,  und  das  gesagte  von  h  bis  ß  gilt;  denn  da  wird 

{Ä)ß-(Ä)h  =  {B)ß-{B)M 
also 

(Ä)ß  =  a  +  (B)ß-{B)h- 
folglich 

{Ä)y==iB)y  +  a-iB)Ji. 

Dasselbe  ist,  wenn  das  Ende  des  h  weiter  als  des  ß  ist. 

X.  Es  kann  y  beliebig  groß  genommen  werden,  wenn  das  gesagte 
Statt  findet.  Auch  wird  die  gesagte  Gleichheit  nicht  gestöhrt;  wenn 
solchem  Teile  des  y—ß,  welcher  - — ^0,  entsprechendes  Increment  auch^^NO. 

XL  Wenn  das  von  (Ä)x  gesagte  auch  von  (Ä)a:  gilt:    wird  auch 

{K)y  =  {B)y-{B)ß  +  {_K)ß; 

und  nachdem  {A)ß   oder  {K)ß  zu  (B)  addirt  wird,  kann  das  Integral 

des  Differentialen   des  (B)x  in  Hinsicht   des  Ä{x)   oder  {K)x  benannt 

werden.     Das  Zeichen  des  Integralen  ist   f  vor  das  Differential  gesetzt. 

Freylich  sind  diese  Integralen  nur  um  eine  Constante  unterschieden:  ' 
denn  (Ä)ß  —  {K)ß  ist  constant.     Auch   umgekehrt,   nur  um  Constante 
unterschiedene  Functionen  haben  gleiche  Differentialien;  denn  z.  B. 
a  +  x^  ~[a  -{-  {x  —  xy\  =  x^  —  (x  —  xy. 

XII.  Oben  (VI)  war  vu  Differential  des  {C)x  genannt:  das  ge- 
wöhnKche  Zeichen  ist  d{C)x,  und  u  wird  Differentialquotient  genannt; 
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welches  da  (so  wie  das  Differential)  io  Hinsicht  der  Veränderlichen  v 
ist.  Des  Differentialquotienten  Differentialqaotient  wird  der  zweyte  und 
des  ^ten  der  {p  -{■  l)te  genannt;  nach  La  Orange  erste,  zweyte,  .  .  ., 
pte,  {p  -\-  l)te  Function,  nehmlich  abgeleiteten  aus  der  Haupt-  (oder 
J7r-)Function,  die  er  Fonction  primitive  nennt.  Er  bezeichnet  eine  Func- 
tion von  X  mit  fx,  die  abgeleiteten  mit  f'x,  f'x,  f"'x,  .  .  .  oder,  wenn 
fx  =  Dj  bezeichnet  [er]  die  abgeleiteten  mit  y',  y",  y'",  ...  —  Nach 
der  gewöhnlichen  Art  wird  die  pie  abgeleitet  mit 

dPX 

bezeichnet,  wo  X  eine  Function  von  x  bedeutet. 

So  wie  alle  obige  Bezeichnungen  bloß  zu  dem  Endzwecke  gewählt 
sind,  daß  die  Theorie  leichter,  praeciser  und  anschaulicher  werde:  sey 
es  auch  hier  erlaubt  (theils  wegen  der  Buchstaben-  und  Accente-Sparung 
zu  anderem  Zwecke,  theils  der  Bequemlichkeit  mehrfacher  Bestimmung) 
das  Differential  anstatt  d  mit  c,  und  [38]  die  abgeleitete  mit  J  zu  be- 
zeichnen; -JX  bedeute  das  Differential  des  x  in  Hinsicht  des  2  ge- 
nommen, -Ji'X  bedeute  die  ^te  abgeleitete  des  X  in  Hinsicht  des  2. 
Wenn  es  einmal  gesagt  wird,  daß  sie  2.  B.  in  Hinsicht  des  x  genommen 
werden,  braucht  man  es  nicht  hinzuschreiben;  wornach  c  X,  JX  das 
Differential  und  die  erste  abgeleitete  in  Hinsicht  des  x  bedeuten. 

So  kann  auch  das  Integralzeichen  der  abgeleiteten  vorgesetzt  werden: 
fu  kann  die  Function  bedeuten,  welcher  die  erste  abgeleitete  u  ist  in 
Hinsicht  des  x  und  ^J'"m  solche,  welcher  die  mte  abgeleitete  u  ist. 

XIH.  Wenn  {v)x  >  (a)a:  >  (u)x  (entweder  alle  dreye  ^  oder  alle' 
negativ),  und  {v)x  :{u)x  ' —  1  :  so  auch  {v)x  :  {a)x  ^-^  1  und  (u)x  :  {a)x 
'-^  1.     Denn  es  ist  dann  für  jedes  große  N  so  ein  w,  daß 

[(v)x  :  iu)x]  -l<{i:N), 
also 

{v)x  —  (ic)x  <  (u)x  :  N. 

Aber  {v)x  —  {a)x  <i  {v)x  —  {u)x,  und  {a)x  >  (w)a:;  folglich 

{y)x  —  {a)x  <  (a)a; :  iV; 
also 

[_{y)x:{a)x-\-\<{l'.N). 
Gleichfalls  ist 

{a)x  —  {u)x  <  {a)x  :  iV, 

folglich  dividirt  durch  (a)x  wird 

'        1  -  [{u)x  :  (a)x]  <  (1  :  iV); 
also 

[{u)x  :  (a^x]  -1<1:N     (S.  140). 

P.  Stäckel:  Wolfgang  und  Johann  Bolyai  ü.  10 


146  Wolfgang  Bolyai,  Kurzer  Grundriß  eines  Versuchs  (1851) 

XIV.  Um  das  Differential  zu  finden :  muß  so  eine  von  n  unabhängige 
Function  ii  gesucht  werden,  daß,  wenn  d  das  wahre  Differential  der 
Function,  0.  B.  X,  bedeutet,  und  dessen  Differential  in  Hinsicht  2.  B. 
des  X  gesucht  wird,  d  :  x  =  oder  ^-^  u  sey  (VI ).  Wozu  das  vorige  XIII 
oft  dienet.  Rückwärts  von  dem  gegebenen  Differential  (oder  abgeleiteten) 
auf  das  Integral  (Ur-Function)  haben  den  Weg  die  Riesen  der  Paar- 
Jahrhunderte  weiter  zu  bahnen  der  Zukunft  überlassen.  Das  bisher 
gefundene  ist  in  Integral-tafeln  gebracht. 

XV.  Wie  man  die  Höhere  Differentiale  nimmt,  erheUt  aus  folgen- 
dem Beyspiele:   es  ist  bewiesen,   daß  wenn  m  nicht  0  ist;  so  ist 

d{x"')  =  mx"'-^dx- 
nun  differenzirt  man   dieses   so   daß   dx  constant  betrachtet  werde;   es 
wird  (m  —  l)mx"'~^dx^,  welches  man  dd{X"')  oder  d^x'"  schreibt;   und 
hier  ebenfalls  dx^  constant  gesetzt,  differenzirend,  wird  dddx^  oder 

(Px'"  =  (m  —  2)  (m  —  l)mx"'-^dx^ 
und  so  w.  Und  da  werden  diese  höheren  Differentialien  höhere  Ordnungen 
des  unendlich  Meinen  genannt.  AUein  außer  dem,  daß  die  einfache  Reinheit 
dieser  erzwungenen  Erzeugungs-art  der  Hirngespinnste  fremd  ist:  er- 
schwert sie  ohne  alle  Noth  die  Bezeichnung.  Z.  B.  die  Taylorsche 
Reihe,  welche  das  ausdrückt,  was  aus  X  wird,  wenn  darin  x-\-i  anstatt 
X  gesetzt  wird,  ist 

"*■  *  dx  "^  Yd^^  +  2  ■  3dP  *  ■  ■' 


welches  mit 

oder  nach  Lagrange  mit 


,•»    \iX  jS    13    V- 


fx  +  ifx^^  +  ^^ 
oder 

y  +  ^y  +^  +  w-' 

(wenn  fx  =  X  =  y)  bezeichnet  werden  kann. 
So  wird  der  Krümmungs-halbmesser 


urch 
welches 

wieder 

{dx 

^4-d^^)^ 

einfacher  c 

dyd 

(1 

X  —  dxddy 

bezeichnet. 

= 
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ist,  wenn  N  die  Normale  bedeutet,  welche 


ist.  -yy^'  +  '^^ 

Lagrange  behandelt  alles  sogar  ohne  erste  Differentialen,  braucht 
selbst  das  Zeichen  j  nicht;  beydes  kann  aber,  wo  es  erleichtert  und 
veranschaulicht,  gebraucht  werden.  Allein  die  höheren  Differentialen 
compliciren  die  einfache  Theorie,  verdunckeln  die  Klarheit,  erschweren 
die  Bezeichnung,  und  das  alles  ohne  Vortheil:  die  Vernunft  gebietet 
also  das  Feld  von  der  ganzen  Legion  dieser  aller  Ordnungen  des  oo 
kleinen  zur  helleren  Aussicht  zu  räumen. 

Indessen  ist  zu  bemerken:  daß  dx^  soviel  bedeutet  als  (äxf,  welches 
von  d{x'^)  verschieden  ist,  eben  so  bedeutet  J^^  nicht  J(^^),  sondern  so- 
viel als  (Jt/)^;  also  auch  f  x^  ist  (f'x)^. 

Es  ist  auch  klar,  daß  x  =  ^cx,  und  "^^x  =  1,  wenn  auch  x  nicht 
die  Hauptveränderliche  ist,  nur  mit  ihr  verändert  wird.  Z.  B.  es  sey 
t  die  Zeit  die  Hauptveränderliche,  und  iD)t  bedeute  die  Geschwindig- 
keit V  am  Ende  des  ^;  so  wird  {D)mt  —  (D)  im  —  l)t  =  v,  und  'v:v  =  1. 

XVI.  Die  Bücher  (am  Titelblatte)  abzuschreiben  war  nicht  der 
Plan;  also  sammt  anderen  auch  hier  die  Anwendung  auf  Geometrie  und 
Mechanik,  und  die  Variations-Rechnung  wegbleiben  muß:  dennoch  muß 
die  Theorie  mit  Paar  leichteren  Beyspielen  erleuchtet  werden. 

1.  Es  seyen  auf  der  Ebene  die  Abscisse  x,  und  die  senkrechte 
Ordinate  y,  und  x  sey  die  Hauptveränderliche.  Die  Fläche  zwischen 
X,  den  y  an  beyden  Enden,  und  der  durch  die  Enden  des  y  erzeugten 
Linie  sey  {A)x.  Aus  XIII.  soll  iy)x  und  {u)x  genommen  werden;  es 
ist  leicht  einzusehen,  daß  {d)x  inzwischen  fällt,  und  {v)x  :  {u)x  f-^  1; 
folglich  kann  (VII.)  angewandt  werden;  und  f{A)x  =  xyt  und  ^{ä)x 
=  «/;  es  soll  also  y  [durch  x]  ausgedrückt,  und  dasjenige  {B)x  gesucht 
werden,  dessen  abgeleitete  dasselbe  y  ist.  Z.  B.  es  sey  y  =  1  \  {1  -\-  x), 
wie  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  auf  der  Asymptote:  so  wird  (B)x 
=  lognat  (1  -{•  x)\  denn  es  wird  bewiesen,  daß 

c  lognat  z  ^=  z  :  z. 
Folglich    {A)y  -  {Ä)^  ^{B)y  -  {B)ß-    also    für   /3  =  0    wird    {Ä)y 
=  lognat  (1  -\-  y),  weil  lognat  (1  -)-  0)  =  0. 

2.  Wenn  (H)x  den  Inhalt  eines  durch  die  Rotation  des  vorigen 
entstandenen  Körpers  bedeutet;  so  wird  auf  vorige  Art  f  {H)x  =  xy^n, 
nehmlich  ein  Cylinder,  dessen  Höhe  x,  Grundfläche  der  Kreis  des 
Radius  y  ist:  also  ^[H)x  =  y^n.  Also  im  vorigen  FaU  wird  y^n 
=  (l+a;)~^:r;  und  es  ist  sowohl  —  jc(l-fa;j~^  als  nx{\  -\- x)~'^  so 
eine  Function  (I)x,  welcher  abgeleitete  (1  +  x)~^n  ist;  welche  freylich 
beyde  nur  um  eine  Constante  unterschieden  sind. 
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Also 


Tiy 


Jtß 


W^-W/'-TTT-lT?' 


ny 


also  für  ß  =  0  wird 

Dasselbe  ist  für  den  andern  Wert  von  (/)ic;  denn  es  wird 

/o\  it  n  ny 

Wenn  x  > — ^  no ;  die  vorige  Fläche  '-^  co,  aber  dieser  Körper  '^^  x. 

3.  Es  sey  r  der  Halbmesser  der  Erde,  c  ihr  Mittelpunct;  und  in 
der  Verlängerung  des  r  ein  Punct  a;  und  ac  soll  a  genannt  werden, 
und  s  der  Weg  eines  aus  a  gegen  c  in  der  Zeit  t  fallenden  Punetes, 
und  am  Ende  des  s  und  des  t  sey  die  Geschwindigkeit  v,  und  die  be- 
schleunigende Kraft  w.  Die  Hauptveränderliche  sey  t,  und  a  —  s  sey 
X  genannt. 

Weil  die  Schwerkraft  sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung verhält;  so  ist 

w  =  r-g  :  [a  —  s), 

wenn  an  der  Oberfläche  der  Erde  w  =  g'  ist;  nehmlich  die  Einheit 
der  Zeit  =  1"  gesetzt,  die  Geschwindigkeit  ist  der  Schuche  Anzahl, 
welche  ein  Punct  bloß  nach  der  vorherigen  Ursache  in  1"  beschriebe; 
und  w  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  eine  Kraft,  während  einer  Se- 
cunde  gleich  wirkend,  an  derselben  Ende  hervorbrächte.  Und  so  ist 
g'=2g,  wenn  der  fallende  Körper  an  der  Erd-Oberfläche  in  1"  den 
Weg  g  beschreibt. 

Sowohl  w" :  2  als  r^g' :  (a  —  s)  sind  von  t  abhängende  Ausdrücke: 
es  sey  also  jenes  (G)t,  und  dieses  (S)t. 

Es   wird    bewiesen;    daß  vi)  =  ws,  vv   Differential  von  v^:2,  und 

r^g's 


WS  = 


{a-s) 


Differential   von  ^^  ist.    Folglich  ist  (G)  =  (S)  (p.  36);  also  {G)y  - 

(G)ß=  {S)y  —  (>S)  /3;  nehmlich  wenn  am  Ende  der  Zeit  y  der  Weg  s  =  6, 
wird  für  ß  =  0 


r'9 


r^g 


und 


v'  =  2r'g'  (-\  -  -] 
^    \x         a) 


wenn  x'  das  x  am  Ende  der  Zeit  y  bedeutet. 
Folglich  ist 


-^l/ä^'d-i)- 
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Und  wenn  x'  =  r,  so  wird 


"  =  ^1/2/(7--). 


welches   '-^  y2rg' ,   wenn  a  /— n  00;   welche   eben   die   der  Höhe  r  ent- 
sprechende Geschwindigkeit  ist. 

Woraus  erhellet,  daß  von  der  Oberfläche  jedes  Himmel-körpers, 
wenn  da  die  Schwerkraft  g" ,  der  Radius  r'  ist,  die  kleineste  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  eine  Kugel,  in  der  Richtung  des  Halbmessers  weg- 
geschossen, nie  zurückkehrte  (alle  Hindernisse  weggedacht)  der  Höhe 
r'  entsprechende  wäre:  nehmlich  die  Endgeschwindigkeit  [des]  aus  dem 
00  gefallenen  [Körpers]  ist  dann  die  anfängliche. 

Von  den  Gründen  der  Geometrie 

(so  viel  als  kurz  und  ohne  Figuren  seyn  kann). 

§32 

Nie.  Lohatschewshj ,  Kais.  russ.  wirkl.  Staatsrath  und  ord.  Prof.  der 
Mathematik  bey  der  Universität  Kasan,  sagt  in  einem  trefflichen  zu 
Berlin  1^40  gedruckten  Werke:  daß  „Dunkelheit  in  den  ersten  Begriffen, 
Art  und  Weise,  wie  man  sich  die  Ausmessung  der  geom.  Größen  vor- 
steEt,  und  die  wichtige  Lücke  der  Parallelen,  sind  hauptsächlich,  warum 
die  Geometrie,  solange  sie  nicht  in  die  Analysis  übergeht,  bis  jetzt 
keinen  Schritt  vorwärts  thun  konnte  aus  demjenigen  Zustande,  in  wel- 
chem sie  von  Euclid  überkommen  ist." 

Obwohl  kein  anderes  Werk  von  ihm  hieher  angelangt  ist;  dieses 
allein  ist  ein  Beweis  eines  außerordentlichen  Geistes:  Hauptgegenstand 
davon  ist  die  Theorie  der  Parallelen.  Von  andern  Gründen  der  Geometrie 
steht  nichts  mehr,  als  1.  daß  die  Gerade  eine  Linie  sey,  welche  ihren 
Ort  nicht  verändert,  wenn  sie  2  unbewegliche  Punkte  mit  einer  sich 
drehenden  Fläche  gemein  hat,  2.  daß  zwey  Oberflächen  gleich  sind, 
wenn  sie  durch  Zusammenfügung  oder  Trennung  gleicher  Theile  ent- 
stehen. Wahrscheinlich  wird  in  den  gelehrten  Schriften  der  Universität 
Kasan   davon,   womit   er  Jahrtausende   beschuldigt,   noch   mehr  getilgt. 

Auch  hier  erschien  im  Jahre  1832  am  Ende  des  ersten  lateinischen 
Bandes  eine  Appendix,  welche  jenem  so  sehr  ähnlich  ist:  daß  bey  den 
(da  keiner  den  anderen  gesehen  hat)  dasselbe  Original  der  Wahrheit 
nach  Jahrthausenden  erschienen  sey. 

Doch  sind  sie  auch  in  manchen  verschieden:  theils  einigermaßen 
am  Wege,  und  durchaus  in  den  Bezeichnungen,  von  welchen  nur  der 
Buchstabe  e  beyden  gemein  ist;  welchen  der  hiesige  als  JBasis  der  natürl. 
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Logar.  ausdrücklich  braucht,  sogar  in  seinem  Gange  darauf  geleitet  an- 
genommen hat;  jener  aber  jede  Größe  die  >  1  darunter  versteht,  mit  dem 
Zusätze,  daß  es  auch  die  Nepersche  Basis  seyn  könne. 

Vom  hiesigen  sind  einige  nach  Wien,  Berlin,  Göttingen  .  .  .  noch 
dazumal  hinausgeschickt  worden:  aus  Göttingeu  schrieb  der  Mathematische 
Riese,  welcher  aus  erhabenen  Thürmen  von  den  Sternen  bis  auf  die 
tiefe  Gründe  mit  gleichem  Auge  sieht;  daß  er  überrascht  war,  gethan 
zu  sehen,  was  er  begonnen  hat,  um  es  unter  seinen  Papieren  zu  hinter- 
lassen. 

Es  betrifft  die  am  Titeiblatte  geschriebene  große  Frage:  vieles  wird 
unseren  zu  kleinen  Weiten  gewöhnten  Sinnen  zuwider;  die  Winkel- 
summe des  A  '^^  0,  wenn  die  Seiten  - —  oo;  und  sie  ^—  2R,  nur  wenn 
diese  '-^  0;  es  ist  kein  Rectangel,  kein  Quadrat,  obwohl  in  der  Peri- 
pherie 3,  4  .  .  .  gleichseitige  Figuren  sind;  ist  auch  keine  vollständige 
Ähnlichkeit. 

In  jenem  wird  diese  Imaginäre  Geometrie  genannt:  im  hiesigen  ist 
der  Titel  Äbsolut-wahre  Baumlehre]  nehmlich  unter  der  auf  die  Nein- 
Antwort  gebauten  Geometrie  nur  soviel  verstanden,  daß  es  nicht  gewiß 
sey,  daß  die  Antwort  Ja  sey;  und  es  werden  auf  jeden  Fall  solche 
Formeln  herausgebracht,  daß  die  Werthe  von  einer  Geraden  i  abhängen, 
welche  auf  den  Fall  der  iVem- Antwort  zwar  [eine]  gewisse  Constante 
ist,  aber  a  priori  nicht  bestimmt  werden  kann,  ob  sie  ein  Schuch  oder 
Syrius -Weite  sey;  und  je  größer  sie  wäre,  desto  näher  werden  die 
Werthe  denen,  welche  im  Falle  der  Ja- Antwort  wären.  So  daß  in  den 
Formeln  des  Hiesigen  im  Falle  der  Nein- Antwort  dem  *  sein  Werth,  den 
er  dann  hat,  substituirt,  und  auf  den  Fall  der  Ja- Antwort  i  '— ^  oo  ge- 
setzt werden  muß,  um  den  wahren  Wert  zu  erhalten. 

Der  Theil  der  Geometrie,  welcher  unabhängig  von  der  Ja-  oder 
Nein- Antwort,  folglich  von  der  Größe  der  hiesigen  i  ist,  abgesondert 
enthält:  Gleichheit  der  Triangel.  Gleichen  Seiten  gegenüber  stehen 
gleiche  Winkel,  größeren  größere,  uud  umgekehrt.  Größe  der  Winkel 
um  einen  Punct;  auf  der  Geraden  die  Summe  2B,  und  umgekehrt. 
Daher  die  Scheitelwinkel  [gleich].  Des  A  äußerer  Winkel  größer  als 
jeder  innere  gegenüber.  Senkrechte  aufrichten,  fällen.  Sie  ist  [die] 
einzige  aus  einem  Puncte  auf  eine  Gerade.  Sie  ist  auch  die  kürtzeste 
Gerade.  Gerade  und  Winkel  halbiren;  zu  einem  A  oder  Winkel  gleichen 
zu  construiren.  Gerade  [haben]  mit  dem  Kreise  einen  Punct  zwey 
Puncte  gemein,  mehr  nicht.  Aus  seinen  drei  Puncten  den  Mittelpunct 
zu  finden.  Mehrere  den  Kreis  schneidende  Geraden.  Möglichkeit  der 
Polygone,  aber  Construction  nur  des  4,  8,  16  .  .  .  ecks.  Kreis  mit  dem 
Kreise  einen  Punct,  zweye  gemein,  mehr  nicht. 
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Ähnlichkeit  aber,  Theilung  der  Geraden  in  3  [gleiche  Theile],  um 
jeden  A  einen  Kreis  zu  beschreiben,  absolute  Größe  eines  Polygon- 
Winkels,  mit  einem  Worte  alles  was  zusammenhängt  mit  der  2  Rechten 
gleichen  Winkel-Summe  des  A,  bleibt  weg;  da  es  bewiesen  wird,  daß 
wenn  die  Antwort  nicht  Ja  ist,  die  Winkelsumme  verschieden  und 
zwischen  0  und  2B,  unbestimmt  sey,  nur  >  212  nicht  seyn  könne. 

Auch  vieles  auf  der  Sphäre  gehört  in  die  unabhängige  Geometrie, 
wo  da  sich  diese  Fläche  (auch  wie  die  Ebene)  um  jeden  ihrer  Puncte 
in  sich  bleibend  drehen  kann,  viel  analoges  Statt  hat.  Das  Lineal  ver- 
tritt ein  auf  gewisse  Art  eingerichteter  beweglicher  Kreis,  dessen  Halb- 
messer =  jenem  der  Sphäre  ist:  mit  dem  bloßen  Cirkel  würde  es  [eine] 
unendliche  Anzahl  von  Operationen  erfordern.  Unter  andern  werden  die 
sphär.  A;  ihre  Gleichheit;  gleichen  Seiten  gegenüber  gleiche  Winkel  und 
umgekehrt  u.  d.  gl.  Seiten,  Winkel  zu  halbiren.  Senkrechte  errichten, 
fäUen.  Gleiche  A,  Winkel  zu  construiren.  Kreise  zu  beschreiben.  Be- 
rührungen hervorbringen.  Polygone  von  4,  8,  16,  .  .  .  Seiten  zu  con- 
struiren. Sogar  der  Mittelpunct  auf  der  Sphäre  der  durch  jede  darauf 
gegebenen  3  Puncte  gehenden  Peripherie  kann  gefunden  werden ;  welches 
auf  der  Ebene  eine  ohne  die  Ja- Antwort  nicht  auf  lösliche  Aufgabe  ist: 
könnten  jede  3  Puncte,  die  nicht  in  einer  Gerade[n]  sind,  in  eine  Sphäre 
fallen;  so  wäre  das  Euch  Ax.  XI  bewiesen. 

Beyde  Schriften  beweisen  auch:  daß  die  Sphärische  Trigonometrie 
unabhängig  sey  von  der  Ja-  oder  iVem-Antwort.  Die  hiesige  berechnet 
auch  die  Kugelöber fläche  unabhängig  davon.  Also  gehört  das  auch  hie- 
her.  Auf  den  FaU  der  iVe^'w-Antwort  zeigt  aber  die  hiesige  Schrift  auch 
die  Quadratur  des  Kreises. 

Beyde  leiten  Formeln  ab,  welche  die  Abhängigkeit  der  Seiten  und 
Winkel  im  A  ausdrücken;  welche  zwar  verschieden  aussehen,  aber 
wirklich  übereinstimmen. 

Beyde  haben  auch,  obwohl  auf  verschiedenen  Wegen,  die  Formeln 
beyder  Trigonometrien  zur  Übereinstimmung  gebracht:  das  hiesige  steht 
im  2ten  Bande  des  Lateinischen  [Werkes]  (1833)  pag.  380^),  aus  den 
Formeln  der  geradlinigen  Trigonometrie  unmittelbar  gefolgert,  wo  auch 
der  pythagorische  Satz  auf  den  Fall  der  Ja-Antwort  gezeigt  ist. 

Beyde  erzeugen  eine  Fläche,  wo  die  Ja-Antwort  und  die  Euclidische 
Geometrie  wahr  ist;  ob  sie  aber  mit  der  Ebene  einerley  sey,  bleibt  un- 
bestimmt: es  ist  die  Grenze  der  Sphäre,  wenn  der  Halbmesser  '-^  oo; 
und  die  SteUe  der  Geraden  darinn  vertretende  Linie  ist  der  Kreise  Gränze, 
da  der  Radius   '— ^  oc.     In  der  Kasanischen  Schrift  wird   diese  Fläche 


1)  [Siehe  R.  216—229  dieses  Teiles.] 
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Orisphäre,  und  die  Linie  Oricykel  genannt;  die  hiesige  nennt  die  Fläche 
F,  und  L  die  Linie. 

Auch  darin  stimmen  sie  überein:  daß  es  bloß  auf  Messungen  a 
posteriori  ankomme,  zu  entscheiden:  ob  [die]  auf  die  Ja- Antwort  ge- 
gründete Geometrie,  soweit  unsere  Messung  reicht,  keinen  in  unsere 
Sinne  fallenden  Fehler  zeigt.  Auch  pag.  489  des  Iten  Lateinischen 
Bandes  steht  folgendes:  „so  kommt  die  Zeit,  die  seit  Ewigkeit  ver- 
Bchwisterte  Genossin  des  Raumes,  diesem  zu  Hilfe,  und  ermahnt,  da 
die  Bewegungen  der  Himmelskörper  mit  den  Rechnungen  überein- 
stimmen, die  auf  der  Annahme  w  =  R  beruhen,  für  den  ganzen  Be- 
reich unserer  Messungen  in  der  Praxis  mit  dieser  Annahme  unbedenk- 
lich stehen  zu  bleiben".^) 

Dieses  im  voraus;  etwas  mehr  (so  viel  als  hier  seyn  kann)  wird 
unten  gesagt. 

Die  Frage  ist  aber  doch:  ob  nicht  ein  annehmbares  Axiom  zu 
finden  sey?  Im  Iten  lateinischen  Bande  sind  mehrere,  von  welchen 
jedes  hinreicht,  wenn  es  angenommen  wird.  Von  denen  ist  auch  das 
folgende:  „Wenn  ein  Theil  T  des  Raumes  so  beschaffen  ist,  daß  er 
w-mal  nebeneinander  gelegt  den  ringsum  unendlichen  Raum  ausfüllt: 
aus  demselben  Theile  können  nicht  n  ringsum  unendliche  Räume  aus- 
gelegt werden;  obgleich  n  [eine]  wie  immer  große  Zahl  bedeuten 
kann."  Für  ein  Axiom  ist  keines  einfach  genug.  T  kann  der  Theil 
des  Raumes  zwischen  zwei  aus  einer  Gerade[nJ  gehenden,  auf  einer 
Seite  oo  [verlängerten]  und  einen  beliebig  kleinen  Winkel  bildenden 
Ebenen  seyn. 

Indessen  wenn  auch  die  Ja- Antwort  bestimmt  wäre:  die  auf  jeden 
Fall  allgemeine  Geometrie  bliebe  für  die  Wissenschaft  interessant. 

§33 

Dieses  vorausgeschickt  ist  die  Ordnung  folgende. 

I.  Nach  der  Anschauung  des  Raumes  einige  Begriffe,  und  Erzeugung 
der  Geraden  und  der  Ebene  und  daraus  entstandene  Begriffe. 

IL  Die  Ebene  öffnet  ein  Feld  hellerer  Aussicht  dem  forschenden 
Auge:  da  kömmt  zuerst  die  einfache  Bewegung,  dann  die  aus  zweyen 
zusammengesetzte  in  Betracht. 

III.  Nach  einer  hinlänglichen  Untersuchung  [der  Ebene]  hebt  es 
[das  Auge]  sich  mit  dem  da  erworbenen  Schatze  in  den  unendlichen 
Raum  zurück. 


1)  [Das  lateinische  Citat  aus  dem  Tentamen  wird  hierin  deutscher  Übersetzung 
wiedergegeben;  vgl.  S.  96  dieses  Teiles.] 
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§34 

Der  BegrijBF  des  Raumes  entsteht  durch  das  Wegdenken  aller  Erden 
und  Sonnen:  es  ist  der  Ort  der  ganzen  Außenwelt  —  eine  heilige  Nacht, 
in  welcher  die  zahllosen  Lampen  zum  Unsichtbaren  hinleuchten  —  und 
ein  unendliches  Feld  das  innere  Aug'  eröffnet   — 

Die  Anschauung  zeigt  ihn  ringsum  unendlich,  ewig,  stetig,  homogen, 
unwandelbar,  so  daß  kein  Theil  andere  Veränderung  erfahren  kann,  als 
daß  er  bald  einem  bald  einem  anderen  Beweglichen  zum  Orte  dienen  kann. 

§35 

Allgemein  kann  a  Theil  von  Ä  genannt  werden,  wenn  Ä  das  a  in 
sich  hat  und  außerdem  auch  anderes  in  sich  hat.  Der  Theil  aber  heiße 
unzertrennlich,  welcher  zwar  abstrahirt  Gegenstand  des  Denkens  werden 
kann,  aber  so  getrennt  kann  nicht  gedacht  werden,  daß  er  nicht  ganz 
da  bleibe,  z.  B.  Punct  oder  Puucte  aus  der  Linie,  Linie  aus  der  Fläche 
u.  dgl. 

Bestandtheile  werden  sowohl  a  als  h  genannt:  wenn  der  Inbegriff 
beyder  Ä  selbst  ist,  und  a  und  h  entweder  keinen  Theil  gemein  haben, 
oder  das  beyden  gemeine  beyder  unzertrennliches  ist. 

Solcher  Theil,  welcher  gewissemal  nach  einander  gelegt  das  Ä 
vollkommen  ausfüllt  und  herstellt:  kann  ausfüllender  heißen. 

§36 

Wenn  von  etwas  gesagt  wird,  daß  es  aus  a,  ß,  .  .  .  besteht:  soll  es 

außer  a,  ß,  .  .  .  nichts  enthalten,  und  jedes  der  a,  ß,  .  .  .  soll  Bestandtheil 

davon  seyn. 

§37 

Wenn  jede  Bestandtheile  des  Ä,  aus  welchen  es  besteht,  etwas 
gemein  haben,  wird  Ä  stetig'  genannt. 

§38 
Wenn  von  etwas,   z.  JB.  a,   gesagt  wird,  daß  es  gleich  dem  ß  sey, 
und   die  Gleichheit   nicht  näher  bestimmt  ist:    [so]  bedeutet  [das],   daß 
a  von  ß,  abgesehen  vom  Orte  (Lage),  nicht  zu  unterscheiden  sey. 

§39 
Wenn  Q  aus  Ä,  B,  .  .  .  besteht,  und  q  aus  a,h,  .  .  .  eben  so  vielen 
Theilen;  und  die  gleichnahmige  Buchstaben  gleiche  [Dinge]  bedeuten:  so 
werden  Q  und  q  theiliceise  gleich  genannt.  Dieselbe  Benennung  bleibt, 
wenn  die  gleiche  Anzahl  der  Theile  beider  ins  oo  wächst,  und  das,  was 
aus  Q  und  q  übrig  bleibt,  '-^  0.  Es  ist  im  Lateinischen  mit  ^  =?=  g  be- 
zeichnet. 
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§40 

Quantität  wird  daselbst  A  genannt:  wenn  es  entweder  keine  oder 
[nur]  solche  Bestandtheile  hat,  daß  jeder  selbst  oder  ein  Bestandtheil  da- 
von dem  andern  oder  einem  Bestandtheile  davon  gleich  sey.  Z.  B. 
Raum,  Zeit,  Gerade,  Kreis,  Schraubenlinie,  Ebene,  Sphäre,  Cylinder-fiäche, 
Raumpunct,  Zeitpunct,  0.  Der  Zeitpunct  ist,  welcher,  obgleich  ihm 
keine  Bewegung  entspricht,  die  heftigste  Bewegungen  verewigt  (auf  der 
Mahlers-tafel).  Es  kann  auch  etwas  in  jedem  Puncte  einer  Zeit  vor 
und  nach  einem  gewissen  Puncte  seyn,  und  in  dem  einzigen  nicht. 

Aus  §  17  ist  ersichtlich,  wie  auch  Dinge,  die  in  diesem  Sinne  nicht 

Quantitäten  sind,  auf  Quantität  reducirt  respedive  Größen  werden. 

« 

§41 

Die  Anschauung  zeigt: 

1.  Daß  jeder  stetige  Bestandtheil  des  Raumes  aus  zwey  solchen 
Theilen  besteht,  welche  ein  stetiges  beyder  unzertrennliches  c  gemein 
haben. 

2.  Daß  dieses  c  gleichfalls  aus  zwey  solchen  Theilen  besteht,  welche 
wieder  ein  stetiges,  beyder  unzertrennliches  d  gemein  haben. 

3.  Daß  dieses  d  auch  so  einen  unter  seinen  Bestandtheilen  hat, 
welcher  selbst  stetig  ist,  aber  mit  dem  übrigen  zwey  bestandtheiUose 
[Dinge],  Puncte  genannt,  gemein  hat,  imd  nichts  mehr. 

Sowohl  c  als  jeder  Bestandtheil  davon,  sogar  aUes,  was  aus  solchen 
Theilen  besteht,  heißt  Fläche-  gleichfalls  d  und  jeder  Bestandtheil,  auch 
jedes,  was  aus  solchen  Theilen  besteht,  Linie.  Der  Punct  ist  eigentlich 
Raumpunct\  und  die  Anschauung  zeigt,  daß  solche  im  Räume  überall, 
und  alle  gleich  sind. 

Anmerkung.  1.  Je  feiner  zugespitzter  Bleystift  und  dessen  Spur 
führt  auch  auf  ideellen  Punct  und  Linie. 

2.  Wenn  der  Punct  aus  jedem  Puncte  eines  stetigen  räumlichen 
[Gebildes]  in  diesem  [eine]  endliche  Zahl  von  Wegen  hat,  so  ist  es  eine 
Linie;  wenn  es  aber  aus  jedem  Punkte  unzählige  Wege  hat  und  dabei 
keinen  Bestandtheil  des  Raumes  in  sich  hat,  so  ist  es  eine  Fläche. 

3.  Die  Linie  wird  einfach  genannt,  wenn  der  Punct  aus  keinem 
Puncte  in  ihr  mehr  als  2  Wege  hat:  und  Figur  wird  sie  genannt,  wenn 
ein  Punct  sie  so  beschreiben  kann,  daß  er  bloß  in  den  ersten  Ort  zu- 
rückkehrt, z.  B.  A,  0  . . . 

§  42 
Da    aber    der   Raum    unwandelbar    ist:    so   kann   kein   A   auf  den 
andern  gelegt  werden,  ohne  folgendes  geometrisch  zu  construiren.     Ein 
Rückblick  aus  dem  abstrahirten  Räume  in  die  Außenwelt  leitet  auf  die 
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Frage:  ob  diejenigen  Orter,  in  welchen  derselbe  Körper  zu  verschiede- 
nen Zeiten  war,  gleich  seyen?  Und  da  die  Antwort  anschaulich  be- 
jahend ist:  so  wird  das  geomei/rische  Bewegliche  construirt,  welches  von 
Körper  nichts  weiter  hat  außer  der  Beweglichkeit,  und  daß  es  in  der- 
selben Zeit  an  verschiedenen  Ortern  nicht  seyn  könne. 

Und  hiemit  entsteht  das  Axiom  der  Congruens:  daß  wenn  so 
ein  Mobile  zuerst  mit  A,  hernach  mit  B  zusammenfällt,  so  ist  A 
gleich  B. 

§  43 

Wenn  a,  h  .  .  .  Puncte  sind:  a  *h  .  .  .  bedeute  dieselben  unverändert 
in  ihrer  Lage,  und  a  *  h  ■  •  •  =  a' *  h'  •  ■  •  bedeute,  daß  in  dem  Beweg- 
lichen, in  welchen  zuerst  a,  h  .  .  .  fielen,  hernach  a'  dahin  fallen  könne, 
wo  a  war,  und  b'  dahin,   wo  b  war,  und  so  fort,  wenn  mehrere  sind. 

Und  wenn  kein  solcher  vom  Puncte  c  verschiedener  Punct  ö  ist, 
daß  a*b*c^a*b*ö:  so  kann  man  sagen,  daß  c  einziges  der  a*h  sey. 

§  44 

Der  Inbegriff  aller  Punkte,  deren  jeder  p  so  beschaffen  ist,  daß 
für  bestimmte  Punkte  c,  b  allgemein  sey  c  *  ip  =  c  *  h:  heißt  Sphäre 
(aus  c  mit  b).  Die  Anschauung  zeigt,  daß  sie  überall  gleichförmig, 
stetig,  und  des  Raumes  unzertrennliches  ihn  in  zwey  Bestandtheile 
theilt,  von  welchen  sie  einen  einsperrt;  der  andere  bleibt  draußen  rings- 
herum oo;  und  kein  Punkt  kann  von  außen  in  das  innere  (oder  von 
innen  hinaus)  kommen,  ohne  durch  sie  zu  gehen.  Das  letzte  wird  auf 
alles  auf  diesseits  und  jenseits  gewissermassen  ausgedehnt. 

Das  eingesperrte  sammt  der  Oberfläche  wird  Kugel  genannt;  unter 
der  Sphäre  w:ird  nur  das  gesagte  verstanden. 

§  45 

Wenn  des  A  jede  zwey  Puncte  a,  b  so  beschaffen  sind,  daß  jeder 
Punct  im  Räume,  welcher  des  a  *  h  einziges  ist,  in  A  sey:  so  wird  A, 
wenn  er  Linie  ist.  Gerade,  wenn  er  Fläche  ist.  Ebene  genannt;  wenn 
Körper,  so  ist  es  der  Baum  (jeder  ganz  unendlich). 

Anmerkung.  1.  Eine  Linie  ab  ist  (kurz  [gesagt])  gerade,  wenn 
von  a  bis  b  keine  ihr  gleiche  von  ihr  verschiedene  ist. 

2.  Bichtung  ist  idem  per  idem.  Der  kürzeste  Weg  ist  unlogisch: 
kleiner  ist  a  als  6,  bedeutet,  daß  a  =  einem  Bestandtheile  des  h  sey: 
wie  kann  man  [aber]  von  einer  Linie  sagen,  daß  sie  kleiner  als  eine 
andere  sey,  wenn  kein  Bestandtheil  der  einen  irgend  einem  der  andern 
gleich  ist?  Selbst  die  Peripherie  von  einem  Zoll-durchmesser  kann  kleiner 
als  die  Syrius-Weite  nur  als  respective  Größe  (§  17)  behauptet  werden. 
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3.  Der  Inbegriff  aller  Puncte,  deren  jeder  p  für  gewisse  2  Punkte 
a,  b  (welche  dieselben  bleiben)  so  beschaffen  ist,  daß  a  *  p  =  b  ♦  p, 
heißt  Ebene  ]  und  der  Schnitt  zweyer  Ebenen  Gerade. 

4.  Im  folgenden  §  werden  sie  auf  eine  andere  Art,  wie  im  Latei- 
nischen ist,  construirt:  hauptsächlich  um  das  entbehren  zu  können,  daß 
die  Sphäre  eine  endliche  Größe  sey. 

§  46 
Zur  Construction   der  Gerade  und  der  Ebene  wird  folgendes  axio- 
matisch   gesetzt:    von   welchem  die  meisten  auch  sonst  Stillschweigend 

gesetzt  werden.  i 

1.  Gleiche  Bestimmungen  erzeugen  gleiches;  dieses  ist  ein  Grund-  i 
satz  sowohl  in  der  Geometrie  als  in  der  Arithmetik.  j 

2.  Jeder  Funct  kann  zu  jedem  hingehen,  sammt  jedwedem,  in  wel-  ; 
ches  er  fällt.  I 

3.  Für  jeden  Funct  c  und  jedes  im  Räume  begrenzte  C  ist  aus 
dem  Mittelpuncte  c  eine  das  C  einschließende  Sphäre.  B 

4.  Wenn  die  Puncte  a,  b  in  das  Bewegliche  fallen:  so  kann  a  ^fh  '■'> 
um  a  auf  unzählige  Art  (auch  bis  zur  Rückkehr)  bewegt  werden.  \ 

5.  Wenn  die  Puncte  a,  b,  6  in  dem  Beweglichen  a  in  a',  b  in  b',  \ 
6  in  6'  fallen,  und  a  *  b  *  6  so  gelegt  wird,  daß  a  in  b'  und  b  in  a'  | 
fallen:  wenn  6  um  a  *  b  beweglich  war,  wird  dann  6'  auch  um  h'  *  a'  \ 
beweglich.  | 

6.  Wenn  a  ♦  b  *  6  um  a  *h  bewegt  wird:  so  hat  6  aus  jedem  Orte  \ 
zwei  und  nicht  mehr  Wege,  nehmlich  vor-  und  rückwärts,  und  beyde  \ 
gleicher  Weise. 

7.  Wenn  um  a  *  b  jeder  der  Puncte  ö,  e,  .  .  .  beweglich  ist:  so  ist  ! 
auch  ihr  Inbegriff  um  a  *  b  beweglich,  und  jeder  Punct  thut  das,  was  j 
er  allein  in  der  Bewegung  um  a  *  h  thäte.  | 

8.  Wenn  zwei  Sphären  s  und  S  aus  den  Mittelpuncten  c  und  C  J 
ringsum  stetiges  g  gemein  haben,  so  ist  dieses  ringsum  in  Hinsicht  des  - 
c  *  (£  gleich  bestimmt;  so  daß  es  um  c  *  (£  in  sich  bleibend  bis  zur  '■ 
Rückkehr  bewegt  werden  kann.  ' 

9.  Aus  einem  Puncte  a  bewegter  Punct  kann  nicht  in  einen  anderen  ' 
b  gelangen,  ohne  zuerst  eine  Weile  durch  die  Sphären  des  Mittelpunctes  '- 
a  aus  inneren  immer  weiter  in  äußere  zu  gehen.  ^ 

§  47  i 

-'1 

Es    sollen   aus   c  und   (£   gleiche   Sphären  s  und   S  paarweise  er-     i 
zeugt  werden,  zuerst  aus  c  mit  (£  und  aus  (£  mit  c;  dann  immer  weiter 
ausgedehnt  ins  oo. 
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Jedes  von  diesen  Paaren  (s  und  S)  muß  etwas  ringsum  stetiges 
gemein  haben.  Denn  etwas  von  S  muß  außerhalb  s  s'eyn;  denn  sonst 
müßte  die  Kugel  der  S  ganz  in  die  Kugel  der  s  fallen:  als  Theil  kann 
[aber  die  Kugel  von  S]  nicht  dem  Ganzen  gleich  seyn  (auch  fiele  auch 
die  andere  Kugel  als  Theil  in  diese),  also  müßten  beide  zusammenfallen, 
dessen  Unmöglichkeit  gleich  bewiesen  wird.  Allein  etwas  von  S  muß 
auch  innerhalb  s  seyn;  denn  sonst  fiele  die  Kugel  der  S  ganz  außer- 
halb s,  obwohl  [trotz]  c,  welches  im  ersten  Falle  in  S,  in  anderen  Fällen 
innerhalb  S,  und  immer  innerhalb  s  ist. 

Folglich  hat  S  irgend  einen  Punkt  p  außerhalb  s,  und  irgend  einen 
p'  innerhalb.  Also  da  ein  Punct  aus  p  nach  p'  im  S  gehen  kann,  muß 
er  durch  s  gehen  (§  44);  folglich  S  und  s  etwas  gemein  haben.  Dieses 
gemeine  kann  aber  nicht  nur  ein  Punct  weder  [noch  auch]  getrenntes 
seyn:  denn  so  könnte  der  Punct  aus  p  in  ä  nach  p'  hingelangen,  ohne 
durch  s  zu  gehen.  Folglich  muß  es  ringsherum  stetig  [seyn]  und,  in 
Hinsicht  des  c  *  (£  gleich  bestimmt,  um  c  *  (£  einen  Ring  haben  (§  46). 

Daß  2  gleiche  Sphären  nicht  verschiedene  Mittelpuncte  haben,  er- 
hellet so:  wenn  der  Mittelpunct  7n  einer  Sphäre  5  in  einen  andern  Punct 
m'  geht:  die  Sphäre  s  fällt  mit  ihrem  ersten  Orte  nicht  zusammen.  Denn 
es  sei  6  die  Sphäre  aus  m  mit  m':  wenn  .s  mit  ihrem  ersten  Orte  zu- 
sammenfällt, so  ist  wieder  der  erste  Fall:  und  so  wie  m  in  m'  kam, 
kann  [es]  von  da  in  m"  kommen  durch  ein  neues  aus  m'  beschriebenes 
<?;  und  der  erste  Fall  kömmt  immer  wieder.  Der  Punct  m  kann  aber 
nach  jedem  Puncte  des  Raumes  hingehen,  welches  nicht  änderst  als  durch 
solche  6  geschehen  kann.  Folglich  würde  die  Sphäre  s  ihren  Ort  nicht 
verlassen  können;  und  es  wäre  nur  die  einzige  der  s  gleiche  Sphäre  im 
Räume,  nehmlich  sie  selbst. 

§  48 

Es  sey  zuerst  das  erste  Paar  [von  Sphären],  wo  c  in  S  ist,  und 
es  soll  in  dem  Segmente  des  gemeinen  Ringes,  in  welchem  Segmente 
nehmlich  c  ist,  aus  c  ein  Punct  in  S  bis  zum  Ringe  gehen,  und  mit 
jedem  Puncte  dieses  Weges  soUen  aus  c  Sphären  gedacht  werden;  diese 
werden  von  c  begonnen  bis  zum  Ringe  seyn,  und  alles  vorige  gilt  von 
jeder;  denn  c  bleibt  in  S,  und  alles  von  S,  was  vorhin  außerhalb  s  war, 
ist  auch  außerhalb  der  inneren  [Sphären  um  c\.  Folglich  hat  jeder 
Punkt  des  Weges  einen  Ring,  und  die  ganze  Linie  kann  um  c  in  S 
bis  zur  Rückkehr  bewegt  werden  (§  46,  7). 

Folglich  wenn  ein  Punct  aus  c  in  S  bewegt  wird;  muß  in  seinem 
Wege  so  ein  Punct  p  seyn,  daß  der  Weg  cp  eine  einfache  Linie  sey, 
und   von  c   begonnen  der  Punct  immer  in  äußere  Ringe  komme:  denn 
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wo  er  den  Weg  in  derselben  Sphäre  thäte  oder  zurück  in  innere  käme, 
das  müßte  irgendwo  zum  erstenmal  seyn.  Diese  [Linie]  cp  also  wird 
im  S  von  c  bis  p  immer  weitere  Ringe  bilden. 

§  49 

Wenn  c*C*f  =  c*(£*f'  (wo  die  Buchstaben  Puncte  bedeuten): 
so  kann  (wenn  f  und  f  verschieden  sind)  c  *  (£  *  f  um  c  ♦  (£  durch  f ' 
bis  zur  Rückkehr  bewegt  werden. 

Denn  es  seyen  2  Sphären  S  und  s  aus  (£  und  c,  beyde  mit  f:  so 
werden  f,  f  beyden  gemein.  Die  2  Kugeln  sind  entweder  gleich,  oder 
die  eine  ist  kleiner.  Wenn  sie  gleich  sind:  so  hat  S  etwas  außerhalb 
s;  es  soll  der  Puuct  6  seyn:  es  werde  eine  Sphäre  6  aus  c  zwischen  s 
und  der  Sphäre  aus  c  mit  ö  [beschrieben];  dieses  6  schließt  die  s, 
folglich  die  Puncte  !  und  f  der  S  und  s  ein;  also  hat  S  den  Punct  6 
außerhalb  6  und  f  innerhalb  6;  folglich  bilden  S  und  6  einen  Ring 
in  S  (§  47j.  Und  (der  gleichen  Bestimmung  wegen)  müssen  f,  f  auf 
derselben  Seite  des  Ringes  fallen. 

Wenn  S  und  s  ungleich  sind:  es  sey  s  kleiner,  und  es  sey  eine 
Sphäre  e'  aus  c  der  S  gleich;  so  wird  (wie  vorher)  f  innerhalb  ö' 
sein,  und  S  und  ö'  bilden  einen  Ring. 

In  jedem  Falle  sey  der  Ring  R  genannt  und  z  das  Segment,  wo 
f  und  f  sind;  und  sey  P  ein  Punct  des  jR;  R  hat  so  einen  Punct  g 
(§  48),  daß  ein  Theil  Pg  des  Ringes,  von  P  begonnen,  [so  beschaffen 
ist,  daß]  jeder  weitere  Punkt  immer  weitere  Ringe  in  S  bilde,  den 
Punct  P  einschließend.  Es  soll  g  in  so  einer  aus  P  beschriebenen 
inneren  Sphäre  genommen  werden,  welche  durch  einen  inneren  Punct 
des  z  geht.  Auf  der  anderen  Seite  des  P  im  Ringe  sey  P  9 '  =  P  g, 
und  [zu]  jedem  Puncte  des  Pg  im  Ringe  -soll  das  entsprechende  in 
Pg'  gedacht  werden.  Vom  Ringe  jedes  Punctes  g  fällt  ein  Theil  in  z\ 
wie  [indem]  g  durch  -2  in  g'  geht;  und  er  kann  durch  keinen  anderen 
Punct  zwischen  g  und  g'  gehen,  sonst  hätte  eine  äußere  Sphäre  mit 
der  inneren  gemeines.    Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Puncten  des  Pg. 

Jeder  in  s  fallende  Ring- theil  soll  halbirt  werden:  es  gehe  nebmlich 
ein  Punct  aus  g  gegen  g'  und  ein  anderer  aus  g'  gegen  g,  beyde 
gleicherweise;  wo  sie  sich  begegnen,  da  ist  die  Mitte.  Der  Inbegriff 
aller  dieser  Mitten  ist  eine  einfache  Linie,  denn  in  jedem  Bogen  hat 
es  nur  einen  rPunct,  und  ein  durch  die  Mitten  gehender  Punct  geht 
immer  in  äußere  Sphären. 

Diese  Linie  steht  auf  dem  Ringe  beiderseits  gleich  bestimmt;  ist 
aus  allen  Puncten  des  Ringes  gleicher  Weise  zu  errichten;  so  daß  ein 
Punct  in  R  gehend  sie  im  S  mitführen  kann.     Sie  heiße  A. 
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Jeder  Pimct  p  des  bewegten  A  bleibt  entweder  an  demselben  Orte, 
oder  ist  ringsherum  in  Hinsicht  des  c  *<!,  gleich  bestimmt:  folglich 
macht  [er]  einen  Ring.  Vom  Anfang  P  des  X  in  B  kann  eine  Weile 
nicht  jeder  Punct  des  l  ruhen;  denn  da  würden  solche  Puncte  p  und 
p'  des  A  seyn,  um  welche  der  Theil  von  da  bis  R  (nämlich  pP  um  p 
und  p'P  um  p')  ringsum  bewegt  das  Segment  2  beschriebe;  folglich 
pp  =  p'P   wäre  (Theil  [==]  dem  Ganzen). 

Demnach  siml  von  M  begonnen  eine  Weile  immer  Ringe  (p.  56). 
Und  wenn  f  keinen  Ring  hat;  so  kann  §  30.  Anm.  angewandt  werden: 
es  muß  nehralich  in  dem  Wege  eines  Punctes  in  S  von  P  bis  F  ein 
letzter  seyn,  vor  welchem  bis  P  immer  [ein]  Ring  [vorhanden]  ist, 
und  da  entweder  der  leMe  Ring  oder  zuerst  l'ein  Ring  ist. 

Der  letzte  ist  nicht:  denn  es  wäre  wieder  ein  Segment,  und  das 
vorige  anwendbar.  Also  hat  der  Punct  keinen  Ring,  und  der  In- 
begriff der  vorigen  Ringe  bei  R  ist  das  Segment  z.  Dieser  Punct  ist 
entweder  f  oder  ein  anderer:  f  kann  [es]  nicht  seyn;  denn  f  ist  außer 
f  in  2,  folglich  hat  es  einen  Ring;  und  wegen  beyder  gleicher  Be- 
stimmung müßte  auch  f  einen  haben.  Es  ist  also  ein  anderer:  und 
sowohl  f  als  f  haben  [einen]  Ring;  beyde  Ringe  müssen  aber  eines 
seyn:  denn  wenn  des  f  Ring  weiter  wäre  als  des  f,  müßte  auch  dieser 
weiter  als  jener  seyn. 

Folglich  kann  c*<L*f  um  c*C  durch  f  bis  zur  Rückkehr  be- 
wegt werden. 

§50 

Es  sollen  nun  (wie  §  47.)  aus  c  und  (£  gleiche  Sphären  paarweise 
erzeugt  werden,  zuerst  aus  c  mit  (£,  und  aus  (£  mit  c,  und  dann  immer 
weiter  ins  oo. 

Es  sey  zuerst  der  erste  Ring  aus  a,  einem  seiner  Puncte,  in  b 
halbirt:  nehmlich  durch  das  Begegnen  zweyer  aus  a  zu  beyden  Seiten 
gleich  bewegten  Puncte;  es  ist  nehmlich  jeder  zwischen  a  und  dem 
andern  (p.  52).  Gleichfalls  sollen  p  und  q  die  Mitten  der  zwey 
Hälften  seyn. 

Und  ein  Punkt  f  gehe  aus  a  durch  alle  äußere,  durch  die  immer 
weitere  Sphären-Paare  gebildeten  Ringe:  und  es  werde  in  jedem  gefragt, 
ob  der  Punkt  einziges  des  a*b  sey?  Wo  die  Antwort  Nein  ist;  da 
kann  sich  f  um  a*b  bewegen  (§  49.).  Es  ist  aber  auch  a*h*c  =  a*h*<Lj 
folglich  kann  sowohl  c  als  (£  um  a*b  bewegt  werden,  und  wenn  c 
in  (L  kommt,  wird  (£  wo  c  war  seyn.  Es  sey  nun  das  vorige  Schema 
für  diese  Lage  des  c  und  (£  gedacht:  die  Sphäre  des  c  wird  in  die  des 
<Z,  und  diese  in  jene  fallen;  und  jedes  Sphären-Paares  gemeiner  Ring 
derselbe  seyn;  und  f  auch  in  denselben  Ring  fallen,  es  falle  in  f.    Dieses 
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f  kann  mit  f  nicht  dasselbe  seyn;  denn  es  beschriebe  dann  um  a*b 
keinen  Ring,  und  die  Antwort  wäre  nicht  Nein  gewesen. 

Es  sey  die  Mitte  m  des  Bogens  ff,  und  derselbe  Ring  sey  aus  m 
halbirt  in  i,  auch  die  zwey  Hälften  in  p',  q'.  Und  es  sollen  zwey 
Puncte  aus  ni  in  niq'i  und  mp'i  gleich  bewegt  werden;  die  Endpuncte 
der  gleichen  Wege  seyen  x  und  x'.  Es  wird  a*b*x  =  a*h*x'  sowohl 
als  \*m*  X  =  \*m*x']  also  kann  x  mit  ruhendem  a,  b,  i,  m  um  sie  be- 
wegt werden. 

Wenn  nun  f  durch  alle  Ringe  aller  Sphären- Paare  ins  oo  gehend 
und  in  jedem  die  mit  a*h  oben  ruhendejn]  Puncte  m,  m'.  .  .  und  von 
einer  Seite  p,  p'.  .  .,  von  der  andern  q,  q'.  .  .,  und  die  unten  mit  a*h 
ruhende[n]  Puncte  i,  i'  .  .  .  gedacht  werden:  so  wird  der  Inbegriff  aller 
Ringe  mit  den  ruhenden  a,  b,  m,  ni', .  .  .  bewegt  werden  können  (§  46.). 
Es  heiße  1  dieser  Weg. 

Der  Inbegriff  der  Ringe  ist  stetig:  denn  zwischen  zweyen  sind 
unzählbar  viele  Sphären,  sich  von  inneren  bis  dahin  ausdehnend  Der 
Inbegriff  der  a,  m,  m'.  .  .  ist  eine  einfache  Linie;  denn  das  eben  gesagte 
gilt  auch  hier,  und  da  es  in  jedem  Bogen  p'mq'  nur  einen  Punct  hat, 
kann  kein  Punkt  in  ihr  einen  dritten  Weg  haben.  Ebenso  ist  der 
Inbegriff  der  p,  p' .  .  .  und  so  der  q,  q' .  .  .  und  der  b,  i,  i' .  .  . .  So  daß 
den  Inbegriff  der  Ringe  gleichsam  ein  Kreuz  in  4  gleiche  Theile  theilt. 

§  51 
Zwischen  jeden  2  Puncten  f  und  q,  ist  eine  solche  Linie  wie 
amm'.  .  .  Denn  es  werde  die  Sphäre  aus  f  mit  g  in  das  vorige  Schema 
so  gelegt,  daß  f  in  a  faUe:  und  es  sey  aus  f  eine  die  hingebrachte 
einschließende  Sphäre.  Der  Punkt,  welchen  diese  mit  ihrem  Paare  der 
Linie  am  .  .  .  giebt,  liegt  außerhalb  jener,  folglich  geht  die  Linie  durch 
die  hingebrachte  Sphäre;  es  sey  in  r,  und  bewege  sich  9  in  a  bis  in  r. 

§52 

Da  jeder  der  Puncte  des  am  .  .  .  einziges  des  a^b  ist:  [so]  ist  auch 
jeder  6  desselben  jeder  zweyen  m,  m'  einziges;  denn  in  der  Bewegung 
um  das  ruhende  a*b  ruhte  zugleich  ni'*m,  folglich  wenn  6  um 
m*Tn'  beweglich  wäre,  könnte  es  sich  um  in*m'  bewegen  und  nicht 
bewegen. 

§53 

Wenn  nun  die  Linie  mm'  verkehrt  gelegt  wird,  daß  m  in  m' 
falle;  sie  werden  sich  decken:  denn  wenn  ein  Punkt  b  der  mm'  außer- 
halb mm'  in  6'  fiele,  würde  m'*m*5'  um  m'*m  beweglich,  und  dann 
wäre    (§  46,5)    auch    m*m'*ö    um    m*m'    beweglich.     Jeder    Punct 
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nehmlicli  in  den  halben  Ringen  paq,  p'mq' .  .  .  folglich  auch  ihr  In- 
begriif  ist  um  amnt'...  bis  zur  llückkehr  beweglich;  und  die  vorige 
Linie  mm'  fällt  innerhalb  dieses  Weges:  es  soll  nun  ein  Punct  in  der 
umgekehrten  Linie  vom  vorigen  in  bis  zum  vorigen  ni'  gehen;  sobald 
der  Punct  aus  der  vorigen  mm'  ausgeht,  fällt  er  in  [einen]  beweglichen 
Punct. 

§54 

Demnach  ist  die  Linie  von  m  nach  m'  und  von  m'  nach  m  gleich 
gestaltet:  wenn  also  von  beyden  Enden  2  Puncte  sich  gleicher  Weise 
entgegengehen,  begegnen  sie  sich  in  der  Mitte.  Da  von  m  eine  Sphäre 
mit  a*b  (nehmlich  a  als  Mittelpunct  in  m  gesetzt)  gedacht  werden 
kann;  es  sey  m'  wo  die  Linie  durch  die  Sphäre  geht;  die  mm'  sey 
nun  so  gelegt,  daß  m  in  a  und  m'  in  b  falle;   und  die  Mitte  sey  IVi. 

Es  sollen  aber  die  erste  Namen  a,  b  bleiben:  und  es  werde  die 
Linie  ZlTam  .  .  .  auf  dem  Ringe  apq  (oder  um  c  *  (£)  bis  zur  Rückkehr 
bewegt:  so  ist  der  Libegriff  I  der  Ringe  geschlossen;  [er]  sey  ganz  P 
genannt;  zeigt  zu  beyden  Seiten  gegen  c  und  (£  gleiches  Gesicht,  und 
theilt  den  Raum  in  2  Theile,  in  deren  jedwedem  [zu]  jedem  außerhalb 
P  liegenden  Puncte  ein  gleichliegender  im  anderen  ist. 

§55 

Jeder  Punkt  des  P  außerhalb  der  .  .  .  bZlIa  .  .  .  hat  sein  Paar, 
welches  dem  zu  einer  Seite  fallenden  an  der  anderen  entspricht;  folg- 
lich ist  ganz  P  um  die  .  .  .  blTIa  .  .  .  bis  zur  Rückkehr  beweglich.  Es 
ist  auch  kein  Punct  ö  im  Räume,  welcher  nicht  in  diesen  Weg  falle: 
denn  es  sey  von  der  einen  Seite  des  ersten  P,  so  ist  ein  gleichliegen- 
der auf  der  anderen,  folglich  ist  ö  um  b  *  a  beweglich,  und  der  beschrie- 
bene Ring  geht  bey  der  Bewegung  des  P  in  b. 

§56 

Die  Linie  .  .  .  billa  .  .  .  ist  eine  Gerade,  und  P  ist  eine  Ebene. 
Denn  jedweder  Punct  im  Räume,  welcher  jedweder  zweyen  in  sie 
fallenden  einziges  ist,  ist  in  ihnen  [§  45.]. 

L  Denn  es  seyen  f,  g  Puncte  der  Linie:  jeder  Punct  der  fg  ist 
einziger  des  f  *g;  und  es  ist  kein  Punct  außerhalb  fg,  welcher  einziger 
des  j  *  g,  wäre:  denn  wenn  es  außerhalb  P  fällt,  ist  von  der  anderen 
Seite  noch  ein  gleichliegender;  und  auch  wenn  es  in  P  fällt,  jeder 
außerhalb  fq,  liegende  Punct  ist  um  f  *  g  beweglich  (§  52). 

Ämnerhmg.  Wenn  ab  eine  Gerade  ist:  bedeute  ab  dieselbe  beyder- 
seits  oo,  ab  aber  dieselbe  aus  a  auf  der  Seite,  wo  b  ist,  oo. 

P.  Stäckel:  Wolfgang  und  Johann  Bolyai  II.  11 
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II.  P  ist  eine  Ebene.  Denn  es  seyen  jedwede  2  Puncto  21  und  B  in  , 
ihr:  jeder  Punct,  welcher  des  21  *  B  einziges  ist,  fällt  (nach  vorigen)  i 
in  2X3,  und  kein  Punct  der   Gerade[n]  2t B  fällt  außerhalb  P. 

§  57 

Die  Gerade  itcam  .  .  .  geht  aus  jeder  Sphäre  des  Mittelpunctes  lU 

hinaus.   Denn  es  sey  aus  i£  eine  Sphäre,  von  welcher  jene  eingeschlossen 

ist:   die  wird  mit  ihrem   Paare  einen  Punct  der  Linie  2X1  ä  außerhalb 

der  ersten  Sphäre  geben.  iS 

§  58  H 

Jede  Geraden  decken   sich,  wenn  ihre  Enden  f,  g  zusammenfallen.  | 

Denn   es   soll  f  in  IVi  und  ^  in  irgend  ein  m  fallen:  wenn  irgend  ein  i 
Punct   außerhalb   des  VTim   fiele,    würde   der  obige  FaU;    auch   in  die 

Linie  weiter   als   m  kann   er  nicht  fallen,   denn  [ein]  Theil  wäre  dem  I 

Ganzen  gleich.  \ 

Daher  wenn  ein  Punct  in  der  oo  Geraden  fortgeht,  kann  [er]  eine  i 

Gerade   in   derselben  mitführen,   denn  aus  jedem  Puncte   sind   die  Ge-  ; 
raden  zwischen  gleichweiten  Endpuncten  congruent. 

§  59 

Durch  jede  3  Punkte  21,  B,  1{  ist  eine  Ebene,  und  nur  eine,  wenn 
die  3  Puncte  nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

Denn  mit  Geraden  verbunden  sey  2t  in  ZU  und  B  in  ein  m  gelegt; 
und  wenn  1H[  nicht  in  P  fällt  ^  drehe  sich  P  um  2t  *  B  bis  es  den 
Punkt  1(  erreicht. 

Es  sey  nun  aus  einem  inneren  Puncte  v  der  Gerade[n]  2t  B  die 
Gerade  pX,  und  aus  einem  inneren  Punkte  w  der  vl^  bewege  sich  tod 
rings  um  auf  dem  Dreyecke  [2tBl(]:  jeder  Punct  von  der  bewegten  Linie 
ist  in  P,  aber  auch  jeder  Punkt  des  P  ist  in  diesem  Wege;  denn  dieser 
Punct  ist  entweder  außerhalb  oder  im  Dreyecke;  die  Gerade  von  außen 
geht  durch  den  Perimeter  des  A;  ist  er  innerhalb,  so  geht  die  Gerade 
durch  ihn  aus  lu  durch  den  Perimeter. 

§  60 
Um  jeden  Punct  des  P  kann  mit  jedweder  Gerade[n]  G  ein  Kreis 
beschrieben  werden;  und  dessen  Peripherie  (samt  dem  was  sie  ein- 
schließt) kann  in  sich  selbst  bewegt  werden.  Denn  der  vorige  A  kann 
in  P  so  gelegt  werden,  daß  vo  in  den  gegebenen  Punkt  falle;  es  seyen 
alle  Geraden  aus  ir»  im  vorigen  der  G  gleich:  der  Inbegriff  der  End- 
puncte  ist  die  Peripherie.  Denn  es  mag  vvo  um  vo  bewegt  ringsum  in 
jede  der  vorigen  Geraden  kommen;  das  vorige  wiederholt  bringt  immer 
dasselbe  heraus. 


i 


IL  Grundlagen  der  Geometrie,  §  56 — (J2  163 

Also  kann  auch  F  um  jeden  Punkt  in  sich  bleibend  bewegt  werden; 
und  wenn  ein  Punct  in  P  geht,  kann  [er]  den  Kreis  in  P  mitführen. 

Änmerhmg.  Nur  die  Sphäre  ist  noch  (im  Encl.  Syst.)  um  jeden 
ihrer  Puncte  in  sich  beweglich;  im  antieuclidischen  sind  unzählige. 
Um  einen  Punct  sind  Kegel,  Paraboloid  u.  d.  gl.  in  sich  beweglich. 
Ohne  Ruhe  in  sich  können  Gerade,  Schraubenlinie,  Kreis  und  gewisse 
nach  diesen  construirte  [Linien]  sich  fortbewegen.  Selbst  ganz  in  sich 
bleibend  kann  (ohne  daß  etwas  davon  ruhte)  jedes  beliebigen  um  eine 
außerhalbige  Axe  bis  zur  Rückkehr  bewegten  [Gebildes]  Weg  bewegt 
werden. 

§  61 

Nach  der  Construdion  der  Gerade  und  der  Ebene  iverden  folgende 
Begriffe  construirf. 

Zwey  Ebenen  und  [eben]so  Ebene  und  Gerade,  auch  zwey  Geraden 
in  derselben  Ebene  werden  parallel  genannt,  wenn  sie  ins  oo  ausgedehnt 
sich  nicht  schneiden. 

Im  Euch  Syst.  ist  durch  einen  Punkt  zu  einer  Gerade  eine  einzige 
Parallele;  sonst  sind  unzählige:  nehmlich  die  Gerade  ab  um  a  auf  der 
Gerade  bb  fortbewegt,  bis  sie  es  zuerst  verläßt,  wenn  sie  dann  ab'  ist, 
sey  mit  ah'  hb  bezeichnet.  Dieses  ist  im  Euch  Syst.,  wenn  die  Summe 
der  inneren  Winkel  =  2P  ist,  und  da  kommt  anstatt       cfes  Zeichen  | . 

§  62 

Der  Inbegriff  aller  gleichen  Geraden,  die  zu  einer  derselben  ^"^l 
sind  und  deren  Anfangspunkten  -  Inbegriff  eine  Form  F  ist:  heißt 
prismatisch-^  welches  demnach  von  P  und  oder  |1  abhängt.  Wenn 
F  eine  Gerade  ist,  so  wird  für  ||  ein  Parallelogramm,  und  Cylinder, 
wenn  F  ein  Kreis  ist.  Für  j|l  unendlich  verlängert  gehen  die  Geraden 
unendlich  nahe  zu  einander,  ohne  sich  zu  erreichen:  gleichsam  wie  alle 
Ich  in  der  Ewigkeit  zu  einander  und  dem  Iche  aller. 

Änmerhmg.  Wenn  P,  Q  Ebenen  sind,  und  P  \\  Q,  und  p  (Linie 
oder  Ebene)  zuerst  in  P  fallend,  beliebig  bewegt  wird,  bis  es  in  Q 
fällt,  nur  daß  es  immer  weiter  in  eine  solche  zu  P  parallele  Ebene 
faUe,  in  welcher  es  vorher  nicht  war:  der  Weg  hängt  von  p  und  der 
Bewegung  ab;  wenn  p  eine  Gerade  ist,  und  ihr  Anfangspunkt  in  einer 
Senkrecbten  auf  P  geht,  und  der  Endpunct  eine  Schraubenlinie  be- 
schreibt, entsteht  eine  in  sich  fortbewegliche  Fläche;  gleichfalls  kann 
der  Endpunkt  zugleich  Mittelpunkt  eines  dem  P  parallelen  Kreises  von 
kleinerem  Halbmesser  als  das  vorige  p)  seyn.  Und  durch  gleiche  p 
von  P  bis  Q  erzeugte  [Flächen]  sind  nur  in  gewissen  Fällen  =rz,  wenn 
p  eine  Linie  ist;  aber  immer  wenn  p  eine  Fläche  ist. 

11* 
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§  63 

Aus  sich  schneidenden  Geraden  entsteht:  das  Ptjramidale,  die 
winkelige  Form,  die  winMfreye,  das  Krumme  .  .  .,  die  verkehrte,  die  all- 
gemein geometrische  Gleichheit  und  für  ||   die  Ähnlichkeit. 

Der  Inbegriff  aller  gleichen  Geraden  aus  einem  Puncte  ist  die 
Kugel,  und  wenn  sie  in  einer  Ebene  sind,  der  Kreis.  Der  Inbeo-riff 
alier  Geraden,  die  aus  einem  Puncte  zu  allen  Puncten  einer  Form  F 
[gezogen]  sind:  heißt  pyramidal.  Ist  F  ein  Kreis  und  der  Punct  außer- 
halb der  Ebene,  so  wird  er  Kegel;  ist  F  eine  Gerade  und  der  Punct 
in  der  Ebene  (außer  F),  so  ist  es  ein  A.  Es  sind  also  Flächen-  und 
Körper-pgraimdalen. 

§  64 

Wenn  b  eine  einfache  Linie  ist;  welche  Bestandtheil  von  B  ist, 
wenn  B  eine  Linie  ist,  wenn  aber  B  eine  Fläche  ist,  Bestandtheil  des 
Schnittes  einer  unendlichen  Ebene  mit  B  ist;  und  p  so  ein  Punct 
zwischen  den  Enden  der  Linie  b,  und  K  so  ein  Kegel  ist:  daß  der 
Punct  p  die  Spitze  des  Kegeis  K,  und  h  außer  p  ganz  innerhalb  des 
Kegels  falle:  so  wird  gesagt,  daß  B  in  p  [einen]  Winkel  bilde:  und 
wird  auch  von  jeder  Fläche  gesagt,  daß  sie  an  der  Linie  L  Winkel 
habe,  wenn  sie  an  jedem  Puncte  der  L  Winkel  hat. 

Anmerk.  Der  Winkel  zweyer  Geraden  ist  eine  respective  Größe 
(§  17)  in  Hinsicht  dessen,  wie  vieltes  der  Bogen  zwischen  den  Schenkeln 
der  ganzen  Peripherie  ist;  der  Halbmesser  mag  beliebig  seyn.  Ist  es 
ein  viertel,  so  wird  es  rechter  Winkel  genannt.  Ein  Schenkel  a  wird 
dann  auf  dem  anderen  ß  senkrecht  genannt  und  mit  a  L  j8  bezeichnet. 
Es  wird  auch  (§  54)  die  Gerade  (£211  L  P  genannt,  weil  (£211  L  auf 
jede  durch  21t  gehende  Gerade  der  Ebene  P  ist.  Und  wenn  &  ein 
Punct  außerhalb  P  ist  auf  derselben  Seite,  wo  C  ist:  so  wird  das 
Complement  des  W^iukels  (£21I(S  zu  einem  Rechten  für  die  Größe  des 
Winkels  der  Gerade[n]  @ITc  mit  P  genommen.  Und  wenn  die  Ebenen 
P,  Q  den  Punct  VTi  gemein  haben:  so  wird,  wenn  211 1(  L  Q,  der  Winkel 
(£2ni(  für  die  Größe  des  Winkels  der  Ebenen  P,  Q  genommen:  und 
dieser  ist  auch  =  dem  Winkel  der  Senkrechten  in  P  und  Q  aus  211 
auf  ihren  Schnitt. 

Für  den  Winkel  einer  Geraden  mit  der  Ebene  könnte  man  auch 
den  auf  der  Sphäre  des  271  kürzesten  Weg  von  der  Linie  bis  zur  Ebene 
nehmen;   daß   nehmlich   kein   kürzerer  sey  i^für  denselben  Halbmesser). 

§  65 
Hat   eine  Form   in  keinem  ihrer  Punkte  einen  Winkel:   so  ist  sie 
winkelfrey;  und  krumm  wird  die  winkelfreye  Form  genannt,  wenn  kein 
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Bestandtheil   davon  Gerade   oder  Ebene   ist.     Gerade  mit  einem  Bogen 
kann  winkelfrey,  aber  nicht  krumm  seyn. 

§  66 

Wenn  winkelfreye  Formen  Ä  und  B  so  ein  k  (Punkt  oder  einfache 
Linie)  gemein  haben,  daß  aus  jedem  Punkte  des  k  so  ein  Bestandtheil 
a  des  A  und  h  des  11  sex,  daß  der  Inbegrifi"  des  a  und  h  stetig  und 
winkelfrey  sey:  so  wird  gesagt,  daß  A  und  B  sich  in  k  herührcn. 

§  67 

Wenn  A  eine  die  Form  B  im  Punkte  p  berührende  Ebene  ist, 
und  eine  Gerade  pq  L  -4  ist:  so  wird  pq  auch  auf  B  senkrecht  genannt; 
sogar  wenn  eine  Linie  v  in  eine  Fläche  C  fällt,  und  [es]  aus  jedem 
Puncte  der  v  Senkrechte  auf  C  gibt:  der  Inbegriff  aller  dieser  Senk- 
rechten wird  auch  L.  auf  C  genannt. 

§  68 

Geraden  aus  einem  Puncte  mit  der  Multiplication:  Wenn  Q  gewisse 
Punkte,  Form  oder  was  .immer  im  Räume  (wenn  auch  den  Ort 
eines  Sonnen-systems  i  bedeutet:  und  jede  Gerade,  welche  sich  aus 
demselben  Anfangspuncte  p  in  Q  endigt,  x  und  ihr  Endpunkt  q,  und 
X  mit  einer  beständigen  Größe  a  multiplicirt  y  desselben  x  genannt 
werden,  und  auf  jedes  x  sein  y  =  ax  von  p  aus  in  pq  gelegt  wird:  so 
wird  der  Inbegriff  aller  von  p  verschiedener  Endpunkte  der  y  dem  Q 
ähnlich  genannt.  AUein  wenn  jedes  y  auf  der  anderen  Seite  des  x  ge- 
nommen wird:  so  kann  es  verkehrt  ähnlich  genannt  werden.  Der 
Inbegriff'  der  von  p  verschiedenen  Enden  gewisser  y  und  diesen  ent- 
sprechenden q  Inbegriff  werden  homolog  genannt. 

Anmerk.  1.  Wenn  Q  ein  A  ist,  so  sind  alle  den  homologen 
Seiten  gegenüberliegen de[n]  Winkel,  wenn  a  nicht  =  1,  allgemein  nur 
unter  der  Bedingung  des  Eucl.  Axioms  gleich. 

2  Wenn  alle  y  auf  der  anderen  Seite  genommen  werden:  können, 
auch  wenn  a  =  1,  uncongrueute  Formen  entstehen;  5.  B.,  wenn  Q  die 
rechte  Hand  ist,  wird  jene  eine  Hnke,  auf  welche  der  Handschuch  der 
Rechten  nur  umgewendet  passen  kann. 

3.  Es  kann  leicht  gezeigt  werden:  daß  ein  gleiches  hervorgebracht 
werden  kann,  wenn  aus  jedem  Puncte  des  Q  auf  eine  Ebene  gefällte 
Senkrechten  auf  der  anderen  Seite  gleich  verlängert  werden:  ee  ist  wie 
das  Bild  im  ebenen  Spiegel. 

4.  Dies  ist  nun  eine  verkehrte  Gleichheit:  und  geometrisch  gleich 
können  A  und  B  genannt  werden:  wenn  das  Bewegliche,  nachdem  es 
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mit  A  congruirt,  auch  entweder  mit  B  selbst  oder  wenigstens  mit 
seinem  gesagten  Bilde  congruiren  kann. 

5.  So  wird  das  Parallelepiped  durch  die  Diagonalen  in  zwey  gleiche 
Triangulär- prismen  getheilt,  welche  aber  nur  in  gewissen  Fällen 
congruiren  können.  Nehmlich  es  sey  ein  Parallelogramm  2((£3c,  und 
f  der  Durchschnitt  der  Diagonalen  213  und  (£c;  und  die  paraUele[n] 
Kanten  seyen  2121',  33',  (£(£',  cc'-,  die  Prismen  der  A2t(£3  und  2t c 3 
decken  sich  nur,  wenn  die  Ebene  fö'Sc  senkrecht  auf  der  Grundfläche 
uud  entweder  A^'^f  =  K,  oder  2li£  =  €3.  Denn  selbst  A2(3c 
kann  den  A2(3(£  nicht  änderst  decken,  wenn  die  untere  Seite  schwarz 
und  die  andere  weiß  gedacht  wird,  außer  daß  verschiedene  Farben 
aufeinander  fallen,  im  Falle,  wenn  21  (£  nicht  =  (£3  ist;  allein  wenn 
diese  gleich  sind,  kann  A2l3c  um  2(3  bewegt  auch  mit  der  schwarzen 
Farbe  auf  die  schwarze  der  andern  fallen;  im  ersten  und  jeden  Falle 
kann  A2(3c  um  f  bewegt,  bis  ein  Punct  einen  halben  Kreis  beschreibt, 
mit  der  schwarzen  Farbe  auf  die  weiße  jenes  fallen. 

Wenn  nun  (£'<£  L_  (£c:  so  wird  des  beweglichen  Triangels  Prisma 
in  das  andere  kommen. 

Wenn  aber  s.  B.  ;\<L'<Lc<B^  ist,  und  2l(L  =  (£3:  so  wird  c"c 
mit  der  Verlängerung  der  (£c"  dem  /\<Z''Z,c  gleichen  Winkel  machen. 
Folglich  wenn  A2(3c  um  2X3  bewegt  mit  der  schwarzen  Farbe  auf 
die  schwarze  des  A213(£  fällt:  die  Kante  au  c  des  mitgeführten  jetzt 
unten  fallenden  Prisma  wird  in  die  Verlängerung  der  C*£  fallen;  also 
das  untere  Prisma  in  das  obere  geschoben  werden  können. 

Die  Unmöglichkeit  der  übrigen  Fälle  kanu  gleichfalls  bewiesen  werden: 
allein  die  Hülle  des  einen  umgewendet  congruirt  mit  der  anderen.  In 
manchen  Fällen  erfordert  auch  die  Um  Wendung  Vorsicht:  einem  Cubus 
kann  eine  Pyramide  so  aufgelegt  werden,  daß  die  Spitze  unterwärts  falle. 

Es  muß  jedem  Winkel  sein  verticaler  [Scheitelwinkel]  entsprechen. 
So  entsteht  auf  einem  sphärischen  üreyecke  213(£  auf  der  Sphäre  ein 
anderer  [A]  abc,  wenn  (§  68)  p  der  Mittelpunct  und  «7=1  ist,  und 
die  y  jenseits  genommen  werden;  allein  wenn  der  A2(3(£  nicht  gleich- 
schenklig ist,  können  [sie]  sich  nie  decken. 

Nehmlich  überhaupt  können  2  nicht  gleichschenklige  sphärische 
A2t3(£,  abc  (die  gleichnamigen  Seiten  gleich  verstanden)  nur  dann 
congruiren:  wenn  21  (£  und  ac  in  demselben  größten  Kreise  C  liegen, 
und  2t  in  C  so  bewegt,  daß  es,  gegen  d  gehend  und  den  Bogen  2t (£ 
vor  sich  schiebend,  den  A2t3(£  auf  der  Sphäre  mit  sich  führe,  bis 
2t  in  a  gelangt,  nicht  durch  c  gegangen  ist  im  FaUe,  wenn  beyde  A 
in  dieselbe  Hemisphäre  sind,  aber  im  Falle,  daß  sie  auf  verschiedene 
Hemisphären  fallen,  zuerst  durch  c  hat  gehen  müssen. 
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Allein  ein  schöner  Gedanke  ist  in  der  obea  gepriesenen  Kasancr 
Schrift,  um  sie  theilweise  sich  decken  zu  lassen;  sie  läßt  Kreis  um  die 
Spitzen  beschreiben,  und  aus  dem  Mittelpuncte  des  Kreises  auf  der 
Sphäre,  erzeugt  durch  an  die  Spitzen  des  A  geführte  Bögen,  3  gleich- 
schenklige A,  welche  mit  dem  im  anderen  A  entsprechenden  sich 
decken  können.  Es  gilt  freylich  nur  für  den  Fall,  wenn  der  Mittel- 
punct  innerhalb  des  A  fällt;  allein  der  scharfsinnige  Verfasser  hat  die 
Allgemeinheit  wahrscheinlich  dem   Leser  überlassen. 

Wenn  2l(L  vor  den  Augen  ist,  und  B  oben,  21  links  und  (£  rechts 
liegt,  und  213  <  3C  ist,  und  der  Bogen  aus  dem  auf  der  Sphäre  unten 
fallenden  Mittelpuncte  1{  zur  Spitze  B  den  Bogen  2l(£  in  D  schneidet: 
wird  der  ABDC  ein  stumpfer  und  im  A  werden  keine  zwei  Seiten 
gleich,  B(£  wird  >  BP,  BC  >  D(£,  !)(£  >  BD;  woraus  ungeachtet 
der  entstandenen  3  gleichschenkligen  A  das  theilweise  Decken  nach 
dem  obgesagten  nicht  gelingt. 

Allein  auf  jeden  Fall  gelingt  das  theilweise  Decken  folgendermaßen: 
es  sollen  des  Aabc  zwey  Winkel  a,b  halbirt  werden;  und  aus  dem 
Puncte  t,  wo  sich  zwei  halbirende  Bögen  schneiden,  sollen  auf  alle 
3  Seiten  senkrechte  Bögen  gefällt  werden,  fö  auf  ab,  ff  auf  bc  und 
ig,  auf  ac,  und  es  sey  auch  ein  Bogen  aus  f  nach  c.  Es  sind  6  Triangel 
entstanden:  Aböf  =  bff,  Aaöf  =  agf;  also  die  drei  senkrechte  Bögen 
sind  gleich;  woraus  auch  Acff  =  cgf  wegen  der  gemeinen  Seite  fc, 
des  rechten  Winkels  bey  f  und  g  und  der  gleichen  Senkrechten  ff 
und  gf;  also  ist  auch  der  Winkel  c  halbirt.  Folglich  ist  in  jedem  von 
diesen  6  Triangeln  kein  Winkel  an  den  äußeren  Seiten  größer  als  ein 
Rechter,  es  ist  also  die  Frage  nur  von  den  6  Winkeln  an  der  gemeinen 
Spitze  f.  Bey  jedem  Winkel  des  Aabc  macht  der  halbirende  Bogen 
mit  den  ihm  nächsten  senkrechten  gleiche  Winkel;  wenn  also  diese 
zwey  Senkrechten  bey  allen  Winkeln  an  der  Spitze  f  kleineren  W^inkel 
als  2R  machen:  so  wird  keiner  von  den  Winkeln  der  6  Triangel  >  R 
seyn.  Also  da  durch  die  Sehnen  gebildete  Winkel  kleiner  werden,  so 
wird  durch  die  Sehnen  aus  jedem  von  den  6  Triangeln  ein  spitzwink- 
liger: folglich  fällt  der  Mittelpunct  des  um  jeden  beschriebenen  Kreises 
innerhalb  der  Pyramide,  folglich  innerhalb  des  A  auf  der  Sphäre. 
Demnach  entstehen  18  gleichschenklige  A,  welche  die  im  anderen 
A21BC  entsprechende[n]  decken  können. 

Im  Falle  aber,  wenn  s.  B.  ff  mit  fg  gegen  c  convexen  Winkel 
bilden:  dieses  kann  dann  bey  keinem  von  den  zwey  anderen  seyn;  und 
dann  sind  fc  und  gc  jedes  größer  als  ein  Quadrant:  und  c  zum  Pole 
genommen  fällt  f  in  die  untere  Hemisphäre  des  aus  c  beschriebenen 
größten  Kreises,  welcher  die  Bögen  ca,  cb  in  m,  n  schneiden  soll.    Der 
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Punct,  in  welchem  diesen  Kreis  der  Bogen  cf  schneidet,  sey  p;  es  ent- 
stehen 4  rechtwinklige  Drerecke:  f gm,  mpf,  ffn,  npf,  deren  jede  Seite 
kleiner  als  ein  Quadrant  ist;  nehmlich  f f,  fg,  pm,  pn,  pf  und  mp,  fn 
sind  kleiner,  und  da  f  m,  f  n,  Hypotenusen  sind,  ist 

cos  f  m  =  cos  f  g  •  cos  gm, 
also  fm,  gleichfalls  fn,  ist  kleiner  als  ein  Quadrant.  Also  ist  in  diesen 
Triangeln  kein  Fall  des  conrexen  Winkels;  folglich  gilt  das  oben  ge- 
sagte auch  für  die  obere[n]  Triangel.  Daß  fg  kleiner  als  ein  Quadrant 
sey,  erhellet  daraus,  daß  wenn  [der]  dem  halben  Winkel  bey  c  am 
anderen  Pole  c'  entsprechende  [Winkel]  a  genannt  wird:  ist 

1 :  sin  a  =  sin  c'f :  sin  gf; 
folglich 

sin  gf  =  sin  a  •  sin  c'f, 
welches  <  1  ist. 

Was  die  Größe  anbelangt:  von  den  obigen  Triangeln  2i3<£  und 
ahc  kann  keines  größer  seyn  wie  das  andere;  denn  da  müßte  auch 
dieses  größer  wie  jenes  seyn.  Und  was  die  Congruenz  anbetriflft:  jede 
sphärische  Formen  können  in  beliebig  kleine  gleichschenklige  A  zer- 
gliedert werden;  und  wenn  das  übrige  von  bey  den  ^«^  0,  so  werden  sie 
unendlich  theilweis  =i=.  Welches  auch  auf  Körper  und  respective 
Größen  angewandt  werden  kann. 

§69 

Nun  da  der  oo  Raum  die  Ebene  in  zwey  gleiche  Theile  theilend 
eine  klare  Aussicht  darbietet:  läßt  sich  das  foschende  Aug'  eine  Weile 
darnieder;  womach  es  wieder  zurückkehren  wird. 

Auf  der  Ebene  kommt  zuerst  die  einfache  Bewegung,  dann  die 
zusammengesetzte  in  Betracht.  Die  erste  ist,  wenn  jede  Bewegung  eines 
Punctes  zuerst  vollendet  wird,  ehe  die  Bewegung  eines  andern  anfängt; 
die  zweyte  ist,  wenn  während  der  Bewegung  eines  Punctes  in  einer 
mitgeführten  Form  auch  ein  anderer  Punct  bewegt  wird:  denn  alles 
wird  durch  Punctes  Bewegung  verrichtet;  nehmlich  ein  Punct  kann 
gerade,  oder  sonst  um  einen  Punct  in  der  Ebene  bewegt  werden,  kann 
in  derselben  zu  jedem  Puncte  hinkommen,  jedes  wo  es  hineinfällt  mit- 
führend. Zusammengesetzt  ist,  wenn,  indem  ein  Punct  den  Weg  x 
beschreibt,  in  der  mitgeführten  Senkrechten  ein  anderer  den  Weg  y 
beschriebe,  wo  y  eine  Function  des  x  seyn,  und  der  Inbegriff  der 
Endpuncte  der  y  verschieden  seyn  kann:  folgendes  mag  zur  Erläuterung 
dienen. 

I.  Wenn  (ci)x  —  (ß)y  =  0  kein  Glied  enthält,  welches  nicht  unter 
die  Formel  ax^y'^  fäUt  (wo  a  eine  Constante,  0  oder  eine  andere,  jede 


II.  Grundlagen  der  Geometrie,  §  (58—69  16& 

der  p  und  q  aber  entweder  0  oder  andere  ^  ganze  Zahl  bedeuten)^ 
und  wenigstens  in  irgend  einem  Gliede,  in  welchem  der  constante 
Factor  nicht  0  ist,  p  ^  q  =  m  ist:  so  heißt  die  durch  die  Endpuncte 
der  y  erzeugte  Linie  der  mten  Ordnung.  So  wird  die  Gerade  der 
ersten,  der  Kreis  der  zireyteu  Ordnung,  es  werden  auch  alle  Kegel- 
schnitte Linien  der  2-ten  Ordnung,  und  alle  Linien  der  2-ten  Ordnung 
Kegelschnitte. 

IL  Wenn  2  Funktionen  y  und  Y  für  dieselben  x  die  Linien  /  und 
/.  erzeugen,  und  für  jedes  k  (welches  eine  i^  ganze  Zahl  von  1  bis  h 
einschließlich  bedeute)  J''F=  ^''y  für  x  =  a,  aber  J^  +  ^Y  nicht  =  J^'  +  ^t/ 
ist:  so  wird  gesagt,  daß  L  und  l  sich  am  Ende  der  Ordinate  des 
jC  =  <^  im  hten  Grade  berühren. 

Es  wird  gezeigt:  daß  die  Gerade  nur  im  ersten,  der  Kreis  auch  im 
2ten  (höher  nicht)  berühren  kann;  und  dann  wird  sein  Halbmesser 
Krümmungshalbmesser  der  Krumme  an  dem  Berührungspuncte  genannt. 
Wenn  [eine]  Gerade  berührt,  kann  zwischen  ihr  und  der  Berührten 
keine  Gerade  gezogen  werden;  gleichfalls  ist  zwischen  dem  gesagten 
Kreise  und  der  berührten  Krumme  kein  Kreis. 

in.  Wenn  eine  Gerade  und  eine  Krumme  nichts  gemein  haben, 
dennoch  keine  Gerade  zwischen  ihnen  ins  oo  verlängert  werden  kann,^ 
so  heißt  jene  Asymptote.  Auch  zwey  Krummen  können  sich  asym- 
ptotisch nähern,  wenn  für  dieselben  Abscissen  der  Ordinaten  Unter- 
schied ' —  0. 

IV.  Der  Inbegriff  V  der  Endpuncte  der  Krümmungshalbmessern  an 
allen  Puncten  einer  Krummen  v  heißt  Evolute  der  v,  und  €  Evolvente 
der  F. 

V.  Wenn  sowohl  die  berührende  Gerade,  als  der  auf  diese  (aus 
dem  Berührungspunkte)  senkrechte  Krümmungshalbmesser  bis  zur  Ab- 
scissenlinie  verlängert  werden:  die  erste  vom  Berührungspuncte  bis  zur 
Absc. Linie  wird  Tangente,  die  zweyte  wird  Normale  genannt;  und  bis 
zur  Ordinate  wird  die  Absc. Linie  von  ihrem  Schnitte  mit  der  Tangente 
Subfangente  s,  und  mit  der  Normale  Sid>normale  genannt. 

VI.  Es  wird  (wenn  y'  die  Senkrechte  vom  Ende  der  Abscisse 
X  +  y  bis  zur  Tangente  ist) 

s:;«/  =  (s  +  i')'y'- 
Es  wird  auch  bewiesen,  daß 

s  =  y-^y] 
folglich 

y'  =  y  ±-^'J2/- 

Und  da 

s:y  ^  1  :  tansf  i" 
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ist,  wenn  v  den  Winkel  der  Tangente  mit  s  bedeutet:  so  wird 

tang  ^7  =  J  y . 

Welches  nicht  nur  die  Lage  der  Tangente  an  jedem  Puncte  der 
Curve,  sondern  auch  dieser  Gang  vermittelst  des  Taylorischen  zeigt. 
Nehmlich  wenn  y  =  {F)x,  so  wird 

{F){x  ±  x)  =  y  ±  x^j  +  x'f-y:2  .  .  .; 

nnd  es  wird  bewiesen,  daß  x  so  klein  genommen  werden  kann,  daß 
jedes  Glied  größer  als  die  Summe  aUer  nachfolgenden  werde;  Ausnahme 
ist  nur  bey  einzelnen  Puncten,  wo  die  Ijinie  auch  etwas  besonderes 
hat.  Wenn  nun  ^y  der  Kürze  wegen  mit  J*  bezeichnet  wird,  und  m 
eine  ganze  Zahl  zwischen  1  und  n  bedeutet,  und  n  eine  paare  Zahl 
ist:  so  ist  sie  für  den  Wert  des  x,  wo  ^'^  ^^  und  nicht  0  ist,  wenn 
kein  J'"  ist,  welches  nicht  0  wäre,  convex  gegen  die  Absc.Linie  und 
concar,  wenn  es  i — i  ist.  Denn  y'  war  =«/  +  '^'J2/?  folglich  wenn  das 
übrige  der  Reihe  ^  ist,  geht  die  Linie  über  die  Tangente,  und  darunter, 
wenn  es  i — i  ist;  wenn  nun  z.  B.  w  =  2  ist,  und  J^  h^  ist,  so  ist  [es]  sowohl 
für  ä;  als  —  x  dasselbe,  denn  ( —  xf  =  x^,  also  ist  zu  beyden  Seiten  ^, 
wenn  J"  i^  ist,  und  i — i,  wenn  J-  i — i  ist,  wenn  y  zu  beiden  Seiten  reellen 
Werth  hat,  sonst  auf  der,  wo  es  einen  hat. 

Die  Tangente  hängt  aber  von  J  ab,  denn  tang?^  =  J^;  wenn  J  =  1, 
so  ist  V  =  B  :  2]  wenn  J  =  oc,  so  ist  i'  =  J?;  wenn  J  =  0,  so  ist  die 
Tang.  II  . 

Maximum  oder  Minimum  erfordert  so  einen  Wert  des  x,  daß,  wenn 
J  nicht  oü  ist,  [J]  ==  0  sey  (obwohl  aus  J  =  0  Maximum  oder  Minimum 
[noch]  nicht  folgt);  denn  {F){x+ co) —  (F)x  so  wie  (F){x  —  c3)  —  (F)x 
ist  («  :  2)^^(F)x,  nebst  einer  Größe,  welche  kleiner  als  diese  wird,  wenn 
CO  --^  0.  Auch  für  J  =  oo  kann  Maximum  oder  Minimum  seyn;  und 
der  Werth  dafür  des  x  wird  im  ersten  Falle  aus  J  =  0,  im  zweyten 
aus  1  :  J  =  0  gesucht;  nehmlich  aus  J  =  1  :  0  wird  1  :  J  =  0.  Ob  es 
aber  für  diesen  Werth  u  ein  Maximum  oder  Minimum  sey,  wird  durch 
ein  je  kleines  co  versucht:  nehmlich  a  +  co  statt  u  in  y  gesetzt. 

Es  sey  nun  y  =  q  für  x  =  x^,  und  p  das  Ende  des  q.  Wenn  J  ein- 
zigen Werth  und  die  Curve  2  solche  Zweige  hat  aus  p,  daß  entweder 
beyde  convex  oder  bey  de  concav  gegen  die  Absc.  Linie  sind,  oder  die 
eine  convex,  die  andere  concav,  beyde  auf  eine  Seite  des  q  fallen:  so 
wird  die  Form  am  p  ciispis  genannt.  Wenn  aber  im  letzten  Falle  der 
eine  Zweig  auf  die  eine  und  der  andere  auf  die  andere  Seite  des  q 
fäUt:  so  wird  es  inflexio,  und  p  JVendungspunM  genannt.  In  allen 
diesen  FäUen  ist  für  x  =  ^9  dieselbe  Tangente  aus  p  für  beyde  Zweige. 
Der    ciispis  sind   zwey  Arten,    [je]   nachdem  jeder  gegen   den   anderen 
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die  convexe  Seite  kehrt,  oder  es  nur  einer  thut;  und  jeder  außer  dem 
letzten  Falle  hat  2  Fälle,  nachdem  sie  gegen  die  Absc.  Linie  convex 
oder  concav  sind. 

Inflexion  kann  nicht  seyn,  wenn  das  obere  J"  nicht  0  ist;  denn  da 
wäre  es  zu  beyden  Seiten  convex  oder  concav.  Allein  auch  cuspis  ist 
nicht,  wenn  J"  =  0. 

Ob  aber  der  Zweige  einer  und  der  andere  convex  oder  concav  sey? 
thut  man  einmal  p  -}-  x  in  J^  und  für  den  anderen  Zweig  p —  x  (nach 
VI).  Es  kann  von  einer  Seite  imaginär  seyn,  und  auf  der  anderen 
2  Werthe  haben. 

Wenn  J  für  x=p  verschiedene  Werthe  hat:  so  wird  x>  P^'^ctt*''^ 
multiplex  für  die  mit  verschiedenen  Taugenten  begabte  Zweige. 

Es  giebt  auch  solche  Function,  welche  für  gewisse  Werthe  des  x 
nur  isolierten  Punct  giebt. 

Alle  diese  werden  singulare  Puncfe  genannt. 

Es  ist  zu  bemerken:  daß  wenn  z.  B.  y  =  Yx  (welches  die  Parabel 
mit  Parameter  =  1  giebt);  und  die  Frage  für  den  oberen  Arm  ist,  ob 
es  convex  oder  concav  sey?     y  ist  da  4^,  folglich  muß  auch  in 

/=_  (1:4^^-1 
die  Wurzel  aus  x~'^  ^^  genommen  werden,  und  unten  i — i  in 

J^  =  (1  :  4)^"^; 

und  so  wird  beydes  i — i,  und  beyde  gegen  die  Absc.  Linie  concav.  Für 
X  =^  0  wird  J^  =  oü,  was  weder  convex  noch  concav  giebt.  Und  für 
X  [=]  —  X  ist  J^  imaginär,  für  [x  =  -f  ]  i;  aber  reell. 

3.  1  1  ö. 

Beyspiele:  y  =  h-\- x^,  i/  =  &  +- x'^ ,  y  =  h  —  x^,  y  =  x^  -{-  x'^  geben 
für  ic  =  0  mehrere  Arten  der  Cuspis:  die  3  ersten  geben  die  erste,  die 
4te  die  2te  Art.  Bey  der  ersten  und  4ten  ist  J  =  0,  bey  der  2ten 
und  3ten  ist  oo;  folglich  ist  in  jenen  die  Tangente  parallel,  bey  diesen 
senkrecht.  Bey  den  3  ersten  ist  J^  =  oo,  aber  bey  der  4ten  ist  es  =  2 
für  X  =  0,  und  die  2  Zweige  fallen  im  letzten  auf  eine  Seite  der  Ordi- 
nate q,  auf  der  anderen  wird  es  imaginär. 

Das  vierte  giebt  aber  für  gewissen  Werth  des  x,  J^  =  0,  und  da 
wird  ein  Wendungspuuct. 

Das  zweyte  giebt  auch  Minimum,  und  das  dritte  Maximum  mit 
J  =  oo.  AUein  mit  J  ==  0  giebt  y  =  h  -^  x'  (welches  die  Parabel  ist, 
die  Abscissen-Linie  senkrecht  auf  die  vorige  genommen)  das  h  für  Mi- 
nimum. 

Isolierten  Punct  giebt  y  =  Yx^  —  if^  für  a;  =  0. 
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Und  y  =  Yi^^  —  ^)  ^)  gi^^  ^^^  x  =  0  einen  vielfachen  Punct  und 
eine  Linie  der  Gestalt  oo. 

Die  zusammengesetzte  Bewegung  kann  vielerlei  seyn;  z.  B.  im 
vorigen  kann  y  mit  der  Absc  Linie  eine  Winkel  bilden,  welcher  con- 
stant  oder  veränderlich  seyn  kann.  Auch  kann  eine  Linie  um  das  eine 
Ende  c  auf  einem  Kreise  des  Halbmessers  cp  =  1,  und  in  der  Linie 
ein  Punct  bewegt  werden;  und  dieser  Weg  kann  y,  der  Weg  des  mit 
dem  Kreise  gemeinen  Punctes  der  bewegten  Linie  kann  u  genannt 
werden;  und  y  auf  gewisse  Art  von  n  abhängen.  Z.  B.  y  =  au  giebt 
die  Archimedische,  y  =  a"  Jac.  Bernoullis  Spirale^  welcher  entdeckend, 
daß  die  Linie  ihrer  Evolute  gleich  sey,  sie  auf  den  Grabstein  mit 
der  Inschrift:  Haec  ea.dem  mutata  resurget  verlangte.  Auch  andere 
Curven  können  durch  solche  Polar  genannte  Coordinaten  ausgedrückt 
werden. 

§70 

Nun  auf  dem  im  vorigen  §  gewiesenen  Wege  weiter  folgt  in  der 
Ebene  die  Untersuchung  zuerst  der  einfachen  Bewegung;  und  bloß 
Linien  zuerst,  nachdem  der  Flächeninhalt. 

Die  Linien  fangen  mit  Geraden  an,  dann  kommen  die  Kreise  dazu. 
Zuerst  2,  nachdem  mehrere  Geraden:  aus  einem  Puncte  zuerst;  zweye 
bilden  Winkel  (Viertel,  größer,  kleiner);  zu  einer  dritten  bilden  den 
[Triangel]  A;  mehrere  wachsen  von  der  Senkrechten  weiter,  und  der 
A  '-^  0.  Ob  aber  von  der  dritten  geschnittene  sich  schneiden  oder 
nicht?  ist  die  Frage  am  Titelblatte,  wovon  noch  etwas  unten  gesagt 
wird.  Beweis,  daß  allgemein  nur  4  Bedingungen  der  Gleicheit  der  A 
sind.  Abhängigkeit  der  Seiten  und  Winkel  von  einander;  wozu  die 
Hauptsätze  der  Ergänzung  gleich  nach  der  Ähnlichkeit  kurz  und  leicht 
folgen  können.     Alles  wird  nun  im  Euch  Systeme  verstanden. 

4  Geraden:  entweder  ist  kein  Paar  ,  oder  nur  ein  Paar  oder  meh- 
rere. Wenn  nur  ein  Paar  ist,  entsteht  die  Ähnlichkeit  der  A;  5  Be- 
dingungen, deren  jede  hinreicht.  Multiplication.  Division.  QuadraUvurzd 
in  Geraden:  und  c^  =  a^  -\-  h^,  wenn  a,  h  Kathete  und  c  Hypot.  sind. 

Gerade  und  Kreis:  kleinster  Schnitt,  größter.  Mehrere  Geraden 
mit  dem  Kreise,  aus  einem  Puncte,  inneren,  äußeren  oder  in  die  Peri- 
pherie fallenden;  Winkel  an  der  Peripherie.  Entstehen  der  Polygone: 
ihre   Construction,   welche   durch   die   Gaußische   Theorie  ergänzt  wird. 

Kreis  und  Kreis:  kleinster  Schnitt,  größter. 

Mehrere  sich  berührende  Kreise.  Winkellose  Formen,  auch  Gerade 
dazu  genommen. 

1)  []/~  fehlt  im  Original] 
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Nachdem  kommt  der  Flächen-mhalt  der  geometrisch  construirten. 
Zuerst  vom  Rectangel,  dessen  Basis  h,  Höhe  a  ist,  wird  bewiesen,  daß 
das  Product  aus  den  Linien  a  und  h  so  eine  Gerade  sey,  welche  so- 
vieltes  der  Einheit  der  Geraden  ist  als  das  Rectangel  des  Quadrats, 
dessen  Seite  jene  Einheit  ist.  Ferner  wird  bewiesen,  daß  alle  Parallelo- 
irramme  von  gleicher  Höhe  [und  gleicher  Basis]  einander  =  und  zwar 
pudlich  gleich  sind  (§  39);  ebenfalls  alle  A  von  gleicher  Basis  und 
Lileicher  Höhe;  und  die  gleichen  Theile  werden  construirt  gezeigt. 

Ferner  wird  bewiesen:  daß  wenn  a,  A,  h,  B  Gerade  sind,  und  die 
(lerade  Ä  ■  a  =  B  ■  h,  das  Parallelogramm  A,  a  dem  aus  B,h::rz  (und 
zwar  endlich  gleich)  ist,  wenn  A  Aa  =  AhB  ist;  auch  hier  werden  die 
entsprechenden  Theile  construirt:  und  nach  derselben  Regel  werden  die 
Theile  construirt,  aus  welchen  das  Quadrat  der  Hypot.  aus  den  Qua- 
draten der  Katheten  ausgelegt  werden  kann.  Und  auf  dieselbe  Art 
wird  jede  Fläche  in  so  ein  Rectangel  verwandelt,  dessen  Höhe  die  Ein- 
heit der  Geraden  ist  (§17). 

Endlich  folgt  die  Kreis-fläche  nebst  seiner  Länge. 

Xach  diesem  kömmt  die  Zusammengesetzte  Beilegung  in  der  Ebene: 
Linien  zuerst,  deren  jeder  Punct  geometrisch  construirt  werden  kann, 
alle  aber  nie. 

Eigenschaften,  Flächen  und  Längen. 

§  71 

Endlich  wird  aus  der  Ebene  in  den  Raum  zurückgetreten.  Und 
da  kömmt  zuerst  die  Ebene  mit  einer,  dann  mehreren  Geraden;  nach- 
dem mehrere  Ebenen,  auch  mit  einer  und  mehreren  Geraden. 

Nun  kann  auch  hier  zuerst  einfache  Beicegung  Gegenstand  der 
Untersuchung  seyn:  nehmlicli  Bewegung  um  einen  Punct,  dann  Bewegung 
um  2  Puncte;  zum  ersten  gehört,  wenn  eine  oo  Gerade  um  einen  ihrer 
Puncte  auf  einer  Linie  L  bewegt  wird;  und  es  kann  hiezu  genommen 
werden,  wenn  die  Entfernung  des  Punktes  '-^  oo,  da  aUe  (geraden  auf 
der  Linie  ||  werden.  Das  erste  erzeugt  das  pyramidale,  wo  wenn  L  ein 
Kreis  ist,  ein  Kegel  entsteht;  das  zweyte  gibt  ein  Prisma. 

Um  2  Puncte.  Wenn  2  Geraden  sich  schneiden,  und  die  eine  sich 
um  2  Puncte  der  andern  (also  um  die  andere)  dreht:  entsteht  eine  Ebene, 
wenn  des  Schnittes  Winkel  R  ist,  sonst  2  verticale  Kegel.  Ist  die  be- 
wegte II  ,  so  entsteht  ein  Cylinder;  und  wenn  das  Bewegte  ein  Halb- 
Kreis  ist,  so  wird  es  Sphäre-  welche  wie  die  Ebene  dem  forschenden 
Auge,  da  sie  nur  allein  (im  Eucl.  Syst.)  das  mit  der  Ebene  gemein  hat, 
daß  sie  sich  um  jeden  ihrer  Puncte  in  sich  bleibend  bewegen  kann,  ein 
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eigenes  Feld  darbietet.    Hierher  gehören  in  die  Sphäre  eingeschriebene 
Körper  aller  Art. 

Bewegung    um    2    Puncte    erzeugt    mannigfaltige    [Formen]:    z.  B. 

Paraboloid,  Ellipsoid  u.  dgl.  -1 

Inhalt  und  Fläche  wird  untersucht.  9 

Endlich  werden  die  durch  Zusammensetzung  der  entstandenen  mit  1 

der  Ebene  und  mit  einander  entstandenen  Formen  untersucht.  I 

Der  Inhalt  wird  durch  die  in  §  39.  mit  =  bezeichnete  Gleichheit  ] 

und   überall   (wo   es    angeht   und   gewußt  ist)  durch  endliche  bewiesen:  | 

mit  Parallelepipeden  geht  es  an;   aber  von  A  Pyramiden  wird  nur  die  '{ 

unendliche    Gleichheit    bewiesen;    die    zwey   triangulare[n]   Prismen,    in  1, 

welche  das  ParaUelepiped  getheilt  wird,  können  auch  in  den  Fällen,  wo  '< 

sie  nicht  congruent  sind,  theilweise  ausgelegt  werden.  ' 

Allein  die  Inhaltsberechnung  beginnt  bei  den  Parallelepipeden,  wie  ^ 

in  der  Ebene  bey  den  Parallelogrammen;  und  wird  bewiesen:  daß  wenn  ] 

die  Länge,  Breite,  Höhe  A,  o,  a  sind?  die  Gerade,  welche  aus  der  Mul-  ] 

tiplication  dieser  3  Geraden  herauskommt,  sovieltes  der  Geraden-Einheit  \ 

ist,   als    das  ParaUelepiped  des  Cubus,   dessen  linearische  Seite  die  Ge-  j 

raden-Einheit  ist.     Und  wenn  auch  B,  h,  ß  Geraden  sind,  und  die  Pro-  j 

ducte  Ä  ■  a  ■  a   und   B  ■  h  •  ß   gleiche   Geraden   sind,   das   ParaUelepiped  ' 

aus  Ä,  a,  a  ist  endlicher  Weise  =  dem  ParaUelepiped  aus  B,  h,  ß,  wenn  i 
ihr  Winkel  gleich  ist;  2.  B.,  wenn  sie  rechtwinklig  sind. 

Also   werden   auch   aUe  Körper  (wie  vorhin  die  Flächen)  auf  Ge-  | 

raden   reducirt,   nehmlich  auf  die  Länge  eines  rechtwinkligen  ParaUel-  i 

epipeds,  wovon  der  Boden  Quadrat  der  Einheit  ist  .  .  .  i 

Aus  dem  ParaUelepiped  folgen  aUe  Prismen:  wie  aus  der  Triangulär-  ! 

Pyramide  andere  Pyramidalen.     Die  trianguläre  Pyramide  wird  im  La-  , 
teinischen  nur  so  in  ein  ParaUelepiped  ausgelegt,  daß  der  überbleibende 
Teil  ^  0. 

§   71  [aj.  ^ 

Nach  den  durch  die  einfache  Bewegung  hervorgebrachten  folgt  die  i 

zusammengesetzte  [Bewegung] :  im  ersten  FaUe  kann  ein  Punkt  in  der  i 

bewegten  Gerade[n]  nach  gewissem  Gesetze  fortgehen,  und  sein  Weg  unter-  j 

sucht  werden;  sowohl  wenn  die  Gerade  um  einen  bestimmten  Punct,  als  j 

wenn  sie  zur  ersten  ||  geht;  auch  im  2ten  FaUe,  wo  die  Bewegung  um  j 

2  Punkte  ist,  kann  diese  Bewegung  gleichförmig  oder  sonst  bestimmt  seyn,  I 
und  während  dem  kann  im  Bewegten  ein  Punct  nach  gewissem  Gesetze 
bewegt  werden  (,?.  B.  im  um  den  Durchmesser  bewegten  Kreise);  oder 

auch  kann  die  obige  Ebene  (§  69)  mit  dem  in  der  Ordinate  bewegten  • 

Puncte   um    die   Abscissen-Linie   bewegt   werden:    und   der   Punct   auch  \ 
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ein  Bewegungs-System  mit  sich  führen;  und  es  können  ins  unendliche 
gehende  mannigfaltige  Bewegungen  zusammengesetzt  werden. 

Allein  aUgemein  wird  ein  Punkt  im  Räume  auf  folgende  Art  be- 
stimmt: in  der  Ebene  E  sollen  sich  2  unendliche  Geraden  X  und  Y 
senkrecht  in  a  schneiden,  und  aus  a  auf  E  die  Gerade  Z  senkrecht 
seyn;  und  die  Ebene  der  Z  und  X  soll  X'  und  die  der  Z  und  Y  soll 
1"  bezeichnet  werden;  sowohl  X'  als  Y'  werden  senkrecht  auf  E  seyn; 
und  sie  sollen  sammt  Z  unendlich  gedacht  seyn.  Der  Raum  wird  in 
^  gleiche  Theile  getheilt.  Es  ist  einleuchtend,  daß  jeder  Punct  durch 
<Ane  Fernen  von  E,  X',  Y'  bestimmt  wird;  wenn  die  Entfernungen 
\on  jeder  der  3  Ebenen  auf  einer  Seite  ^  und  i — i  auf  der  andern  ge- 
nommen werden.  Dasselbe  gilt  von  einem  anderen  Puncte,  also  von 
zwey  Enden  der  Gerade,  und  von  allen  Puncten  jeder  Form. 

Es  kann  auch  durch  den  Pythag.  Satz  leicht  bewiesen  werden: 
daß  wenn  ein  Punct  p  ist,  und  x,  y,  z  in  obiger  (p.  121)  Bedeutung 
genommen  werden,  ,        o  ,     <>  ,     =, 

nehmlich  das  Quadrat  der  Gerade[n]  ist  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate ihrer  Projectionen  auf  die  Geraden  X,  Y,  Z\  und  dasselbe  ist  von 
der  Gerade[n]   pq,   wenn   anstatt   a   ein   anderer  Punct  q    gesetzt  wird. 

Wenn  nehmlich  E  eine  Gerade  oder  Ebene  ist:  der  Inbegriff  der 
Enden  der  Senkrechten  aus  allen  Puncten  des  A  auf  E  heißt  Pro- 
jection  des  A  auf  E. 

Es  ist  offenbar:  daß  der  Punct  p',  wo  die  Senkrechte  aus  p  auf  E 
fällt,  seine  horizontale  Projection  ist,  wenn  E  horizontal  genommen 
wird:  und  wenn  außer  diesem  auch  z,  die  verticale  Höhe  des  p,  ge- 
geben ist:  so  ist  die  Lage  des  p  bestimmt.  Wenn  die  Projection  des 
p  auf  Y'  der  Punct  P  ist,  und  die  Senkrechte  aus  p  auf  Z  in  P' 
fällt:  so  ist  PP'  =  ^?,  Wenn  also  Y'  um  Y  gedreht  wird,  bis  es  in  E 
kommt:  so  wird  P  in  P'p'  fallen;  es  sey  der  Ort  mit  p"  bezeichnet. 
Ebenfalls  soll  ein  Punct  q  den  Punct  q"  in  E  geben:  so  wird  die  Ge- 
rade pq  auf  der  Ebene  E  durch  p'q'  und  p"q"  dargestellt:  nehmlich 
die  aus  p"  und  q"  auf  die  Gerade  Y  Senkrechten  sind  die  verticale[n] 
Höhen  der  Endpuncte  der  Gerade[n]  pq.  Welches  der  Anfang  der  dar- 
stellenden  Geometrie  ist:  die  jeden  im  Räume  bestimmten  Körper  auf 
eine  Ebene  so  darzustellen  lehrt,  daß  er  mit  Hülfe  geschickt  unter- 
scheidender Zeichen  aus  der  Zeichnung  hergestellt  werden  könne. 

§  72 
Endlich  soll  dem  obigen  Versprechen  gemäß  das  dort  gesagte,  so- 
weit  es    der   beschränkte   Plan   dieser   Schrift   zuläßt,    und   ohne   Figur 
thunlich  ist,  ergänzt  werden. 
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Beyde  [Schriften]  nehmen  auf  der  Sphären-gränze  2  Puncte,  a  und  b, 
und  zwev  A.xen  ac  und  hb  derselben  und  beweisen,  daß  wenn  u  der  Kreis- 
gränzbogen  von  a  bis  b  ist,  und  auf  gleiche  Weiten  von  a  und  b  die  Axen 
mit  gleichlaufenden  solchen  Bögen  verbunden,  und  der  Bogen  auf  ge- 
wisse 1   Weite  ß  und  auf  gewisse  x  Weite  y  genannt  werden: 

a  :  y  =  ia  :  /3)^ 
sey. 

Hier  ist  das  einzige  beyden  Schriften  gemeine  Zeichen:  nehmlich 
die  Kasanische  drückt  dies  y  mit  e"^  aus,  mit  der  Bemerkung,  daß  der 
Werth  des  e  gleichgültig,  nur  daß  es  >  1  eey:  also  auch  die  Neper- 
sche  Basis  seyn  könne. 

Die  hiesige  wird  ausdrücklich  auf  die  Basis  e  der  natürlichen  Lo- 
garithmen geleitet:  nehmlich  der  Quotient  a  :  y  auf  x  Weite  wird  mit  X, 
auf  y  Weite  mit  Y,  auf  i  Weite  mit  /  und  so  w.  bezeichnet.  Also 
wenn  a\  ß  =  b ,  wird 

also 

denn 
folglich 


li  =^v  ^  Y. 

Nachdem  beweist  die  hiesige  [Schrift]:  daß  in  jedem  geradlinigen 
A  die  Sinus  der  Winkel  sich  so  verhalten,  wie  die  Peripherien  der 
mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  als  Halbmessern  beschriebenen  Kreise. 
Und  darauf  beweist  [sie],  daß  in  jedem  sphärischen  A  die  Sinus  der 
Winkel  wie  die  Sinus  der  gegenüberliegenden  Seiten  sich  verhalten. 

Nachdem  beweist  die  hiesige:  daß 

r=cot(M  :2), 

wenn  m  den  Winkel  bedeutet,  welcher  am  Anfange  der  Gerade[n]  y  mit 

ihr  die  Gerade  macht,  welche  aus  ihr  um  diesen  Punct  auf  der  auf  y  am 

anderen  Ende  derselben  errichteten  Senkrechten  bewegt,  sie  zuerst  verläßt. 

Woraus  folgt:  daß  (wenn  das  Complement  des  u  zu  einem  Rechten 

z  gemacht  wird) 

tang^  =  (r-  r-i):2. 
Es  ist  nehmlich 

Y  =  cot  {u  :  2)  =  tang {2  ^-  u') 

(wenn  u'  =  u:  2),  und  dieses  ist 

sin^icosw' -f- cos2f  Bin«'  tang z -|- tang m' 


coaz  cosu 


sin  z  sinu'        1  —  tang  z  ■  tang  ti ' ' 
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und  weil  dies  =  Y,  wird 

Y  —  Y  tang  z  ■  tang  h '  =  tang  z  -f-  tang  u' ; 
nnd  weil 

tangM'=  1  :  cotu'  =  1  :  F, 
wird 

Y  —  tang  ^  =  tang  ^  +  (1  :  Y). 
Folglich 

iL'  1 

tang z  (1  +  1)  =Y~Y-'=^  (Z '  -  1)  :  /*" . 

Nachdem  wird  daselbst  bewiesen:  daß  r  :  tang^  eine  constante  Größe 
ist,  welche  /  benannt  wird,  wo  y  die  Senkrechte  aus  einem  Ende  des 
Kreis-gränz-bogens  r  auf  die  Achse,  welche  aus  dem  anderen  Ende  des  r, 
also  die  halbe  Sehne  des  Bogens  '2r  ist.  Wenn  also  dieser  Bogen  2r 
durch  seine  Sehne  2y  dividirt  '-^  1,  indem  y  '— n  0:  so  wird 

y- tang 3  ^  /; 

also  den  Wert  von  tang  3  substituirt  und  mit  i  dividirt  wird  (2y  :  i  =  k 
gesetzt) 

Und  wenn  l  =  lognatJ,  wird  J* —  1  =  M  -{-  co  (den  Wert 


1; 


gesetzt):  so  wird 

y 

li 

l  -\-  (o  -.k 

also  wenn  y  ^^^  0  und  zugleich  cj  :  ä;  »-^  0,  wird  J*  '^^  1  und  l  -\-  a  :h 
'^^  l:  folglich  1:  lognat  7,  und  1  bevde  sind  Gränzwerthe  des 


I':(lJ-co:Jc)- 

also   1 :  lognat  1=1,  folglich  I  =  e. 

Da  nun  in  der  Sphären-Gränze  (wo  die  Euclid.  Geometrie  gilt)  die 
Peripherie  des  Halbmessers  r  [gleich]  2^r,  und  dieselbe  beschreibt  der 
Halbmesser  y:  so  ist  diese  =  2jii  tang^,  weil  r  =  i  tang^  war;  also  den 
Werth   der  tang^  substituirt,   wird   die  Peripherie  des  Halbmessers  y: 


=  7fi(Y-  Y- 1)  =  jti  \e'-  e    ' ). 


Woraus  alle  nöthige  Formeln  hergeleitet  werden.  Das  einzige  wird 
hier  gemerkt:  daß  da  bewiesen  war,  daß  im  geradlinigen  A  die  Sinusse 
der  Winkel  sich  wie   die  Peripherien   der  Seiten  als  Halbmessern  ver- 
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halten:  so  wird,  wenn  a,  h  die  Seiten,  und  a,  ß  die  gegenüberliegend[en] 
Winkel  sind: 

sin«  :  sin  ß  =  ni {Ä  —  Ä~ ^)  :  71  i {B  —  B~'^) 

(a  a\         /    b  b\ 

e^—  e~  ')  :  W  —  e~  V 

(a  a\  /   b  b\ 

e'  -  e"  V  :  — i=  \e'—  e'^J 
2y-i  2y-i 

=  sin  {aY^l)  :  sin  {hV —l)  , 

1    (^    -n 

—^-^r^Ae'  —  e    V 

2^/— 1 


wenn 


sin  p  []/—  1]  genannt  wird  (für  jeden  Wert  des  p). 

Also  wären  in  beyden  Trigonometrien  die  Sinus  der  Winkel  wie 
die  Sinus  der  gegenüberliegenden  Seiten,  nur  daß  in  der  Sphäre  die 
Seiten  reell  und  in  der  Ebene  imaginär  genommen  werden,  als  wenn 
die  Ebene  eine  imaginäre  Sphäre  (nach  der  hiesigen  Schrift)  wäre. 

Das  gesagte  Herleiten  des  e  war  zur  nächsten  Proportion  nicht 
unumgänglich  nöthig.     Denn  wenn 

r  :  tang  z  =  q 

gesetzt  wird,  die  Peripherie  des  r  [gleich]  7cq{Y—  Y~^)=  der  Peripherie 
des  y]  woraus  dieselbe  Proportion  folgt,  wenn  i  die  Weite  bedeutet, 
wo  der  Quotient  I  =  e  ist. 

Wenn  das  XI.  Axiom  nicht  wahr  ist:  so  existirt  ein  bestimmtes  i, 
welches  in  die  Formeln  gesetzt  wird.  Auf  den  Fall  der  Wahrheit  des 
XI  Ax.  wird  in  den  Formeln  i  '-^  oo  genommen,  wie  es  daraus  erhellt, 
daß  oben  (p.  176)  der  Quotient  immer  1  ist,  da  in  dem  Falle  die  Sphäreu- 
Gränze  die  Ebene  ist,  und  die  Axen  euclidisch  ||  sind;  folglich  muß 
der  Exponent  0,  also  i  im  Nenner  des  Exponenten  oo  seyn. 

Mehr  von  dieser  Schrift  erlaubt  die  nothwendige  Kürze  nicht  zu 
sagen. 

Die  treffliche  Kasanische  Schrift  sagt:  daß  ihre  Formeln  für  sehr 
kleine  Seiten  des  A  in  die  gewöhnliche  Geometrie  übergehen;  und  setzt 
am  Ende  hinzu:  daß  es  bemerkenswerth  sey,  daß  ihre  Gleichungen  für 
die  ebene  Trigonometrie  in  die  Gleichungen  der  sphärischen  übergehen, 
wenn  man  statt  der  Seiten  a,  b,  c  setzt  ay  —  1,   6]/—  1,  cy  —  1. 

Inde-sen  stimmen  doch  beyde  überein,  wie  verschieden  auch  sie 
aussehen.  Das  obige  Y  wird  im  Kasanischen  e-,  und  u  mit  n{y)  be- 
zeichnet.    Demnach  ist  da  eine  Hauptformel 

tang  n{a)  =  sin  B  tang  77  (|?), 
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WO  a  Hypotenuse  und  B  den  der  Kathete  p  gegenüberliegenden  Winkel 
bedeutet.     Nach  der  hiesigen  Schrift  ist 

1  :  sin  5  =  (Ä  -  Ä-')  :  (P  -  P-i), 
welches 

=  tang  n{p)  :  tang  i7(«) 

ist.     Denn  es  sey  n(k)  kurz  (Je)  bezeichnet  und  (/c)  :  2  mit  /c';  so  wird 

tang(Ä;)  =  tang  2 /c', 

und  den  Wert  von  A,  F  substituirt  wird 

tang22/  :  tang 2«'=  (cot«'—  tanga'j  :  (cot^^'—  tang^?'). 

Denn    das  Product   der   äußeren    ist  gleich   dem   Producte   der   inneren: 

nehmlich 

/cosa'        sina'\      /cosp'        siiip'\  2sinjp'c08p'    ^     2sina'co8a' 

\8ina'        cosa/  ■  \sin^'        cosp'}  cos^p' —  sin'p' '  coä*a' — sin-a' 

Denn  die  2  ersten  Glieder  der  Proportion  werden 


und 


COB^p  —  Bin^p 


sma   cosa  sin^   cosp 

folglich  das  Product  der  äußeren  ist  2,  so  wie  der  Mittleren. 

Schluß.  Die  Abweichung  von  der  Heerstraße  war  nicht  vorsätz- 
lich: es  war  der  Magnet-Nadel  ihre  auf  der  unendlichen  Tiefe  [des  Oceans]; 
die  Berichtigung  wird  eben  so  willkommen  seyn,  als  ihr  treu  zu  folgen 
dem  allein  nach  Wahrheit  rein  strebenden  frev  war. 
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APPENDIX. 

sciENTiAM  SPÄTH  obsolute  veram  exhibens: 

a  veritate  auf  falsitate  Axiomatis  XI  Euclidei 

(a  priori   haud    unquam    decidevda)   in- 

dependentem:  adjecta  ad  casum  fal- 

sitatis,  quadratura  circuli 

geometrica. 


Auetore  Johanne  bolyai  de  eadem,  Geometrarum 

in  Exercitu  Caesareo  Regio  Austriaco  Ca- 

strensium  Capitaneo. 


i 


t 


Raumlehre, 

unabhängig  von  der  la  priori  nie  entschieden  werdendem  Wahr-  oder 

Falschheit   des   berüchtigten   XI.  Euklid'schen   Axioms:   für  den  Fall 

einer  Falschheit  desselben  geometrische  Quadratur  des  Kreises.^) 

Von 
Johann  Bolyai  v.  Bolya, 

Hauptmann  e.  b.  im  k.  k.  österreichschen  Genie- Corps. 

Erklärung  der  zur  Abkürzung  gebrauchten  Zeichen. 

al^  bedeute  den  Inbegrifi  aller  mit  den  Punkten  a,  b  in  einer  Ge- 
raden liegenden  Punkte. 

ab der  in  a  halbirten  ab  jene  Hälfte,  welche  den  Punkt  b  enthält. 

ab:  ....  den  Inbegriff  aller  Punkte,  welche  mit  den  (nicht  in  i^ijier 
Geraden  liegenden)  Punkten  a,  b,  c  in  einer  Ebene  sind. 

abc  ....  der  durch  ab  halbirten  abc  jene  Hälfte,  worin  c  liegt. 

abc  ....  das  Heinere  der  beiden  Stücke,  worin  abc  durch  den  Inbegriff 
der  beiden  Geraden  ba,bc  getheilt  wird;  oder  den  Winkel, 
wovon  bäfbc  Schenkel  sind. 

abcb  .  .  .  (wenn   b   in   abc  ist,  und  ba,  cb   sieh   nicht  schneiden)   das 
zwischen  ba,  bc,  cb  begriffene  Stück  der  abc;  bacb  aber  das 
zwischen  ab,  cb  enthaltene  Stück  von  abc. 
!_,  .  .  die  senkrechte  Lage. 
A  .  .  .  einen  Winkel. 
R  .  .  .  einen  rechten  Winkel. 

ab  =^  cb  .  .  .  .  cab  =  acb. 

=T=  bedeute  eine  Congruenz*). 

35'-—«...  X  strebe  zur  Grenze  a. 

Q)r den  Bj*eisumfang  des  Halbmessers  r. 

Qr den  Kreisinhalt  des  Halbmessers  r. 


1)  [Diese  Baumlehre  ist  eine  von  Johann  Bolyai  selbst  im  Jahre  1832  ver- 
faßte deutsche  Bearbeitung  des  Appendix.  Die  ersten  31  Paragraphen  sind,  bis 
auf  wenige  Stellen,  eine  getreue  Übertragung  der  entsprechenden  Paragraphen  des 
lateinischen  Textes.  Dagegen  zeigen  die  Paragraphen  32  und  33  erhebliche  Ab- 
weichungen vom  Appendix,  und  die  Paragraphen  34—43,  die  einen  selbständigen 
Abschnitt  bilden,  sind  weggelassen  worden.  Aus  diesem  Grunde  werden  hier  im 
Anschluß  an  die  Raumlehre  die  Paragraphen  32—43  des  Appendix  in  deutscher 
Ubei  Setzung  vom  Herausgeber  hinzugefügt.] 

*)  Es  sei  erlaubt,  durch  dieses  Zeichen,  mit  dem  der  große  Geometer  Gauss 
die  Congruenz  der  Zahlen  bezeichnet,  auch  die  geometrische  Gleichheit  auszudrücken; 
indem  daraus  kein  Mißverstand  entstehen  wird. 


§1 

Wenn  sich  die  (in  einer  Ebene  liegenden)  Geraden  am,  bn  (Fig.  1) 
nicht  schneiden,   aber  jede  bp   (in   ahn)   die   am  schneidet;  so  werde 
dies  bezeichnet  durch 

bn  III  am^). 

Daß  es  aus  jedem  Punkte  b  (außer  am)  eine, 
und  nur  eine  solche  bfi  gehe,  (und  daß  bam  -|-  <^bn 
nicht   >2R   sei}    ist   klar:   denn  um  b   gedreht,   bis 

bam  +  abc  =  2R 

wird,  muß  bc  die  am  einmal  zuerst  nicht  schneiden^ 
wo  dann  bc  |||  am  ist. 

Auch  ist  offenbar  bn|||cm,  es  möge  e  wo  immer 
in  ma  sein. 

Entfernt  sich  ferner  c  in  am  ins  Unendliche  von 
a,  und  ist  stets  c6  =  cb;  so  ist  auch  allezeit 

ebb  =  {ebb  <nbc). 

Nun  ist  nbc  '— ^  0.    Demnach  ist  auch  aöb  '— ^  0. 

§2 


I 


Fig.  1. 


Ist  bnl||am  (Fig.  2);  so  ist  auch  cnl||am.  ] 
Denn  es  sei  b  wo  immer  in  macn.  Liegt  c  in  bn,  j 
so  schneidet  bö  die  am,  weil  bn|l|am  ist;  folglich  schnei- 
det auch  cb  die  am.  Und  ist  c  in  bp]  so  sei  bq[|lcö.  j 
Hier  fällt  bq  in  abn,  und  schneidet  die  am,  daher  diese  i 
auch  von  cb  geschnitten  wird.  ! 
Jede  cb  also  (in  acn)  trifft  in  beiden  Fällen  die  ' 
ain,   ohne  daß   cn   die   am   schnitte.     Folglich   ist   stets  i 

cn|j|am. 

[§3J 

{Ist  sowohl  br  als  auch  cs!|l  am  (Fig. 2)  und  liegt  c  nicht  auf  bt,  so 
schneiden    br    und   es   einander   nicht.      Denn    hätten    bi    und    es    den 


1)  [Gesprochen:  bu  asymptotisch  zu  am.] 


Deutsche  Fassung  des  Appendix,  §  1 — 7 
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Punkt  ö  gemein,  so  wären  (nach  §  2)  6r  und  6s  gleichzeitig  am, 
und  es  würde  (nach  §  1)  ös  auf  ör  und  c  auf  br  fallen  (gegen  die 
Voraussetzung). }  ^) 

§4 

Ist  man  >  in  ab  (Fig.  3);  so  gibt  es  für  jeden  PitnJd  b  der  ab  einen 
solchen  PunJd  c  in  am,  daß  bcm  ==  nam  ist. 

Denn  es  gibt  nach  (§  1)  ein  böm>nam*,  folglich  ein  m6p  =  nian, 
sodaß  b  in  naöp  fällt.  Schiebt  man  nun  nam  längs  am  hin,  bis  afi 
in  6p  kommt;  so  muß  afi  einmahl  durch  b  gehen, 
und  somit  ein  bcm  =  nam  sein. 

§5 

Ist  bn  Ijam  (Fig.  1);  so  gibt  es  einen  solchen 
Punkt  f  in  am,  wobei  fm  =^  bn  ist^). 

Denn  zufolge  §  1  gibt  es  ein  bcm  >  cbn;  und 
ist  ce  =  cb,  also  <ic  ^^bc\  so  ist  offenbar  bem  <  ebn. 
Durchläuft  nun  p  die  cc,  und  heißt  dabei  bpm  stets 
u,  pbn  aber  v;  so  ist  offenbar  Anfangs  u  <  als 
das  ihm  entsprechende  v,  zuletst  aber  m>  als  sein  v.  Nun  wächst 
u  von  bem  an  bis  bcm  stätig]  indem  (vermöge  §  4)  es  keinen 
Winkel  gibt,  der  Größe  nach  zwischen  bcm  und  bcn  begriffen, 
welchem  u  einmahl  nicht  =  würde.  Ebenso  nimmt  v  von  cbn  bis  cbw 
stätig  ab.  Es  gibt  demnach  in  ec  ein  f,  wobei  r  ,n 
bf  m  =  fbn  ist. 

§6 

Ist  bn  ii  am  [Fig.  IJ,  e  wo  immer  in  ma,  und  g 
in  nb,  so  ist  gn||{cm  und  cmiljgn. 

Denn  nach  §  1  ist  bn|||cm,  und  hieraus  (ver- 
möge §  2)  gnjljcm.  Ist  ferner  fm  =2=  bn  (§5);  so 
ist  mf  bn  =  nbf  m,  folglich  (wegen  bn  ||}fm)  auch 
fmijlbn  und  (nach  Vorigem)  em||Ign.  Fig. 4. 


Fig.  3. 


§7 

Ist  soivohl  bn  (Fig.  4)  als  cpjilam,  und  c  außer  btt;  so  ist  auch 
bn  III  cp. 

Denn  entweder  bilden  mab,  mac  einen  Winkel  oder  es  liegen  bn, 
am,  cf>  in  einer  Ebene.    Im  ersten  Fall  hat  cbn  mit  abn  nur   bn,  am 


1)  [In   der   deutschen  Fassung  fehlt  der  §  3  des  Appendix.     Er  ist  in  deut- 
scher Übersetzung  beigefügt  worden.] 

2)  [Gesprochen  fm  gleich  hoch  bn.] 
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aber  mit  bft,  folglich  auch  nbc  mit  am,  nichts  gemein.  Jede  ebb 
zwischen  cba,  cbn  aber  schneidet  offenbar  abn,  folglich  (wegen  bn  1||  am) 
auch  die  am.  Dreht  sich  also  beb  um  bc,  bis  sie  die  am  zuerst  nicht 
schneidet;  so  fällt  sie  zuletzt  in  bcfi.  Aus  ähnlichem  Grunde  fällt 
beb  auch  in  bcp,  daher  auch  bn  in  bcp  liegt.  Ist 
ferner  brl||cp;  so  fällt  (da  auch  amiücp  ist)  aus 
gleichen  Gründen  br  in  bam;  aber  (wegen  brlljcp) 
auch  in  be\).  Demnach  ist  br  zugleich  in  mab 
und  pcb,  und  kommt  mit  bfi  überein;  daher  denn 
bn  !1|  cp  ist.  Auch  ist  klar,  daß  wenn  cp||lam, 
und  b  außer  corn  sind;  der  Durchschnitt  Ton  bam, 
be\),  nämlich  bfi,  1){  sei  sowohl  zu  am  als  zu  cp. 
Im  ziveiten  Falle  sei  (Fig.  7,  S.  189)  außer  der 
Ebene  von  bn,  am,  eip  die  fsljlam;  so  ist  (nach 
dem  1'*«°  Falle)  fs  \\\  bn,  und  fs  |||  e}p\  daher  (nach 
demselhen  Falle)  auch  bnil|cp.\) 

§8 
Ist  bn  (Fig.  5)  I    und  =2=cp  oder  kürzer  bn  i||  ===  cp,  und  am  halhirt 
{in  nbcp)  die  be  senkrecht:  so  ist  bn|llam. 

Denn  schnitte  bfi  die  affi;  so  müßte  (wegen  mabn  =  macp)  auch 
c\>  die  am  in  demselben  Punkte  schneiden,  welchen  Funkt  denn  auch 
bn,  cp  gemein  hätten,  da  doch  bn|||  cp  ist.  Folglich  schneiden  sich 
bfi,  afn  nicht.  Jede  bq  (in  cbn)  aber  schneidet  die  e]?,  wegen  bnj||cp. 
Daher  schneidet  b~   auch  die  affi.     Demnach  ist  bn     am. 


Fig.  5. 


§9 

Ist  bnjljam,  map 'l_  mab,  (Fig.  6),  und  der  Winkel,  welchen  nbb 
mit  nba  (auf  derselben  Seite  von  mabn,   nrj  map  ist)  macht  <R:  so 
schneidet  map  die  nbb. 
Denn  es  sei 

ba  I_  am,  ac  L  bn, 
und 

ce  L  bn  (in  nbb); 

so  ist  (vermöge  Voraussetzung)  aec  <  R,  und  die  auf  ce  Senkrechte 
af  fällt  in  ae^.  Sei  a^  der  Durchschnitt  der  den  Punkt  a  gemein 
habenden  Ebenen  abf  und   anyi:,   so  ist 

bap  =  bam  =  R, 

1)  [In  dem  Appendix  wird  zuerst  der  zweite,  dann  der  erste  Fall  behandelt. 
In  den  Errata  zum  Appendix  findet  sich  die  Bemerkung,  der  Beweis  lasse  sich 
kürzer  und  eleganter  führen,  wenn  man  die  Reihenfolge  umkehre;  diese  Umstellung 
hat  Johann  Bolyai  hiev  ausgeführt.] 
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Fig.  O. 


weil  bam  L  map  ist.    Dreht  injin  also  abf  um  ab,  in  abm  hinein:  so 
fällt   ap  in  am:  und  da 

ac  L-  bn   und   af  <  ac 
ist;    so   fällt   offenbar  af  immer  in  bn,   und   somit   bf   in   abn.     Nun 
.schneidet  bf  die  ap  in  dieser  Lage  (da  bnil|am  ist);  folglich  schneiden 
sich   ap  und  bf  auch  in  der  ursprünglichen  Lage.     Den  Durchschnitts- 
l)unkt  haben  map,  npS  gemein,  daher  auch  map,  nbS  sich  schneiden. 

Hieraus  ist  es  leicht  zu  zeigen,  daß  überhaupt  map,     p 
nbS    sich    schneiden,    sobald    die   Summe    der   beiden 
inneren  Winkel,  Avelche  sie  mit  mabn  inachen,  <2Rist. 

§  10 

Ist  sowohl  bn   (Fig.  7),    als   cp,  i    =£i=  am;    so  ist 
auch  bn    || j  ===  cp. 

Denn   entweder   bilden  mab,  mac  einen   Winkel, 
oder  sie  liegen  in  einer  Ebene. 

Erster  Fall.  Halbirt  qöf  die  ab  senkrecht;  so 
ist  öq  l_  ab,  also  5r  ;  am  (§  8).  Ebenso  ist,  wenn 
ers  die  ac  L.  halbirt  er  |||  am.  Daher  ist  6q  ii|  er  (§  7).  Hieraus 
folgt  (vermöge  §  9),  daß  qöf,  eTs  sich  schneiden.  Der  Durchschnitt 
fs  ist  öq  (§  1),  und  wegen  bnjjiöq  ist 
auch 

fsilibn. 

Ferner  ist  für  jeden  Punkt  von  fs, 

fb  =  fa  =  fc, 

daher  fs    in    die   bc   senkrecht  Halbirende 
tgf  fällt.     Nun  ist  wegen  fsjübn,  auch 

gtjijbn 
(§  7i.    Ebenso-  ist  gtjlj  cp.    Nun  halbirt  gt   ^^ 
die  bc  senkrecht.    Folglich  ist  tgbn  =  tgcp 

(§  1),  und 

bn     =^  cp. 

Zweiter  FaU.  Sei  außer  der  Ebene,  worin  bn,  am,  cp  liegen, 
fs  ^am;  so  ist  (nach  dem  ersten  Falle;  sowohl  bn  als  cp,  j||  =^  fs, 
und,  ebendaher,  bn     =ii^  c p. 

§11 

Der  Libegriff  von  a,  und  aller  Punkte  b,  wobei  zugleich  bn  |;j  ^  am 
sein  kann,  heiße  F;  der  Durchschnitt  aber  von  F  mit  einer  die  am 
enthaltende  Ebene  heiße  L.  Später  wird  gezeigt  werden,  daß  F  eine 
Fläche,  L  aber  eine  Linie  sei. 
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In  jeder  Geraden,  welche  \\\am  ist,  hat  F  einen  und  nur  einen 
Punkt  (§  b),  und  offenbar  wird  L  durch  am  in  2  congruente  Stücke 
getheilt.  Es  heiße  daher  am  die  Äxe  von  L,  diese  aber  (in  der 
Ebene,  wovon  die  Rede  ist,  verstanden)  die  L  der  (Äxe)  am.  Um  am 
o-edreht,  beschreibt  L  offenbar  eine  F,  wovon  affi  eine  Äxe  ist.  und 
welche  selbst  die  F  der  am  genannt  werden  wird. 

§  12 

75^  bn  ;i;  =^  am;  so  fallen  die  L  der  am  und  die  L  der  bfi  zusammen. 

Denn  ist  c  wo  immer  in  der  L  der  bfi  und  cpiji=!^bn  (was  nach 
§  11  sein  kann);  so  ist,  da  auch  bn||l=^am  ist,  cpiH=^am  (§  10), 
und  somit  fällt  c  auch  in  die  L  der  am.  Und  ist  c  wo  immer  in  der  L 
der  am  und  cp  |||  ===  am,  so  ist  auch  cip  \\\  =^  bn  (§  10)  und  somit  c 
auch  in  der  L  der  bn  (§  11).  Demnach  kommen  die  L  der  am  und 
jene  der  bn  ganz  überein;  jede  bn(||!=^am)  ist  auch  eine  der  Axe  L 
von  am,  und  zwischen  allen  Axen  einer  L  ist  =2=. 

Dasselbe  erhellet  von  F  auf  gleiche  Art. 

§  13 

Ist  bn|j|am,  cp  |lj  6q,  (Fig.  8)  und  bam  +  abn  =  2R;  so  ist  auch 

bcTp  +  cröq  ==  2R. 

Denn  es  sei  ea  =  eh  und  cfm  =  öcp  (was  nach  §  4  möglich  ist); 

so  ist    da 

bam  +  abn  =  2R  =  ahn  +  abg, 

ist, 

ehg,  =  eaf; 

ist  also  auch  bg  ==  af:  so  ist 

Aebg  =  Aeaf,     beg  =  aef, 

und  g  fällt  in  f  c.  Auch  ist  gn 
jll  fm  (§6);  ist  also  mfrs=pc6q; 
so  ist  rs|Ilgn  (§  7.),  und  r  fällt 
in  oder  außer  f  g  (wenn  cb  nicht 
=  f g  ist;  in  welchem  Falle  der 
Satz  schon  klar  ist). 

I.   Im   ersten   Falle   ist   frs 
nicht  >(2R  —  rfm  =  fgn),  weil 
^    rs  111  fm  ist;  da  aber  auch  rs  III  gn; 
so  ist  auch  frs  nicht  <fgn.   Es 
ist  also  frs  =  f gn,  und 
rfm  +  frs  =  gfm  -f-  fgn  =  2R. 
Folglich  ist  auch  öcp  +  c6q  =  2R. 


Ult 
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IL  Fällt  aber  r  außer  fg;  so  ist  ngr  =  mfr,  und  es  sei  mfgn^ngt^l 
=  ll)fo  u.  s.  f.,  bis  f  f  =  oder  zuerst  >fr  wird.    Hier  ist  f  o  HJ  I}1 1||  fm 
(§  7).     Fällt  f  in  r;  so  fällt  fo  in  rs  (§  1),  und  daher  ist 
rfm  +  frs  =  !fm  +  ffo  =  ffm  +  fgn  =  2R; 
fällt  aber  r  in  tjf;  so  ist  (nacb  1.) 

rl?l  +  i}^s  =  2R  =  rfm  +  frs  =  öcp  +  cbq. 

§  14 
Ist    bn     am,    cp\\\bq,   und  bam  +  abn  <  2R;  so   ist  uuch  bcp 
+  cöq<2R. 

Denn  wäre  bcTp  +  cbq  nicht  <2R;  so  wäre  (wegen  §  1)  bcp 
-)_  cbq  =  2R,  und  dann  müßte  (nach  i^  Vd)  wider  Voraussetzung  auch 
bam  +  abn  =  2R  sein. 

§  15 

Die  §§  13,  14  tvohl  envogen,  heiße  das  auf  die  Voraussetzung  der 

Wahrheit  des  XI.  EuMid^schen  Axioms  gebaute  System  der  Geometrie  2J; 

j  die  auf  der  entgegengesetzten  Hypothese  beruhende  Paiumlehre  aber  werde  S 

genannt.    Alle  Sätze,  ivobei  der  Beisatz,  daß  selbe  in  E  oder  in  S  gelten, 

fehlen  ivird,  werden  als  absolut,  oder  unbedingt  statthaft  za  betrachten  sein. 

§  16 
L  (Fig.  5,   S.  188)   ist  in  E  eine  auf  ihre  Axe   senkrechte  Gerade. 
Denn  es  sei  bn  eine  andere  Axe  dieser  L-  so  ist  in  E 
bam  +  abn  =  2bam  =  2R 

(§  13  und  15),  also  bam  =  R.  Und  ist  c  wo  immer  in  ab,  und  cp  ||!  am; 
so  ist  (nach  §  13)  cp  =^  am,  also  c  in  dem  L  der  am  (^§  11). 

In  S  aber  liegen  nie  3  Punkte  a,  b,  c  von  L  oder  von  F  in  einer 
Geraden. 

Denn  liegen  die  3  Axen  am,  bn,  c-p  in  einer  Ebene;  so  fällt  Eine 
derselben,  z.  B.  am,  zwischen  die  2  Andern,  und  dann  ist  (nach  §  14) 
sowohl  bam  als  cam  <  R. 

§  n 

L  ist  eine  Linie  und  F  eine  Fläche. 

Denn  sind  am,  bn  2  Axen  einer  F;  so  bleibt  F  um  bn  oder  am 
gedreht  (nach  §  11)  ganz  in  sich  selbst.  Nun  beschreibt  bei  der 
Drehung  um  bn  jeder  Punkt  von  F  einen  Kreisumfang;  und  jeder 
derlei  Kreisumfang  erzeugt  bei  der  Drehung  um  am  eine  Fläche,  daher 
denn  F  eine  gleichförmige  Fl^äche  ist,  welche  nämlich,  es  mögen  a,  b 
was    immer   für    Punkte   von  ihr   sein,    stets  so   in  sich   selbst   gelegt 
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werden  kaun,   daß  a  in  b  fällt.     Und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf 
§  11  und  12,  daß  L  eine  gleichförmige  Linie  ist.^) 


§  18 

Jede  durch   einen  Punkt  a  (Fig.  7,  S.  189)  von  F  gehende  auf  der  1 
Äxe  am  schiefe  Ebene  schneidet  F  in  S  in  einem  Kreisumfange.  ■ 

Denn  seien  b,  c  noch  zwei  Punkte  dieses  Schnittes,  und  bn,  cp  Axen;  i 
so  bilden  ambn,  amcp  einen  Winkel,  sonst  enthielte  die  (vermöge  j 
§  16)  durch  a,  b,  c  bestimmte  Ebene  wider  Voraussetzung  die  am.  i 
Die  die  ah,  ac  senkrecht  halbirenden  Ebenen  schneiden  sich  sonach  ; 
(wie  §  10),  und  zwar  in  einer  Axe  fs  der  gegebenen  F,  und  es  ist  ; 
■|b  =  fa  =  fc.  Ist  al?  L  fs,  und  falj  dreht  sich  um  fs;  so  beschreibt  a 
einen  O^^,  tler  auch  durch  b  und  c  geht,  und  zugleich  in  F  und  ahc 
liegt,  daher  er  der  Durchschnitt  selbst  von  F  und  abc  ist.  1 

Auch  beschreibt  offenbar  der  Endpunkt  a  des  in  F  um  f  gedrehten  1 
X-Stückes  fa,  diesen  nämlichen  Kreisumfang.  ' 

I 
§  19  • 

Bie  Senh-echte  bt  (Fig.  5,  S.  188)  auf  die  Axe  bn  einer  L  (in  der 
Ebene  der  L  liegend)  ist  in  S  eine  Tangente  zu  L. 

Denn  L  hat  in  bt  außer  b  keinen  Punkt  (§  14);  fäUt  aber  bq  in 
tbn;  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  (nach  §  1(S)  kreisförmigen  Durch- 
schnittes der  durch  bq  auf  tbn  senkrechten  Ebene  mit  der  F  der  bn 
offenbar  in  bq:  und  ist  bq  der  Durchmesser;  so  schneidet  offenbar  bq 
die  L  der  bn  in  q. 

§  20 


\ 


Durch  jede  ztvei  Pnnkte  ist  in  F  eine  L  bestimmt  (§11  und  18);  ' 
und   da  nach  §§16   und   19   L   senkrecht   auf  alle  ihre  Axen   ist;  so 
ist  jeder  L-linige   Winkel  in  F  dem   Winkel  der  durch  die  Schenkel  auf  ' 
F  senkrecht  gelegten  (Axen-)Ebenen  gleich.  ' 

§21  %^ 

Ztvei  L- Linien  (XT^i^Vb  (Fig.  6,  S.  189)  in  einer  F,  ivelche  mit  der- 
selben dritten  L-Linie  ab  innere  Winkel  bilden,  deren  Summe  <  2R  ist, 
schneiden  sich  (wobei  unter  dp  in  jF  die  durch  a,  p  gehenden  Z,  durch 
ap  aber  jene  in  a  anfangende  Hälfte  zu  verstehen  ist,  worein  p  fällt). 


1)  püi  den  Errata  des  Appendix  findet  sich  hierzu  die  Bemerkung:  „Es  ist 
nicht  nötig,  den  Beweis  auf  S  zu  beschränken,  da  er  leicht  so  vorgetragen  wird, 
daß  er  unbedingt  (für  S  und  E)  gilt".] 
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Denn  sind  am,  bii  Axen  von  7*';  so  schneiden  sich  amp,  bnb  (§  9); 
ferner  schneidet  F  (zufolge  §§  7  und  11 1  derselben  Ebenen  Durch- 
schnitt; folglich  schneiden  auch  ap,  b6  einander. 

Hiermit  ist  klar,  daß  /renn  an  die  Stelle  der  Geraden  L- Linien 
tnten,  das  XL  Euklid'sche  Axiom,  und  somit  die  ganze  ebene  Geometrie 
und  Trigonometrie,  in  F  ahsoluf  wahr  sei;  oder  daß  in  F  eine  der 
gewöhnlichen,  auf  das  XL  Axiom  gebauten  ganz  analoge  Lehre  Statt 
hude.  Alle  trig-onometrischen  Funktionen  werden  somit  hier  in  dem 
bekannten  Sinne  gebraucht  werden;  so  ist  z.  B.  sin  I^R  =  y  (der  sin. 
tot.  hier  stets  =  1  gesetzt),  der  Kreisumfang  in  F,  dessen  L-förmiger 
Halbmesser  =  r  ist,  =27cr  und  ebenso  Qr  (^in  F)  =  :ir^  etc.-^  wobei 
st  den  yC  1  in  F,  oder  die  bekannte  Zahl  3,1415926  .  .  .  bedeutet. 


§  22 

Ist  ab  (Fig.  9)  die  L  der  am,  c  in  am,  und  der  von  der  am  und 
der  L-förmigen  Linie  ab  gebildete  Winkel  cab  ivird  zuerst  längs  ab,  dann 
längs  bä  ins  unendliche  fortgeschoben;  so  ivird  der 
Weg  cö  von  c  die  L  der  cm  sein.  . 

Denn  ist  6  was  immer  für  ein  Funkt  dieses 
Weges,  önjllcm  und  b  der  in  ön  befindliche  Punkt 
von  der  L  der  am;  so  ist  bn  =^  am,  und  ac  =  b6, 
folglich  ön  =^  cm,  daher  ö  in  der  L  der  cm  liegt. 
Und  ist  5  was  immer  für  ein  Punkt  der  L  der  cm, 
önjijcm,  und  b  der  in  ön  fallende  Punkt  der  L  von 
am;  so  ist  am  =^  bn,  und  cm  =^  ön,  daher  offenbar 
bh  =  ac,  6  in  dem  oberklärten  Weg  des  Punktes  c 
liegt,  und  dieser  Weg  mit  der  L  der  cm  zusammen- 
fällt. Derlei  i-Linien  also  sind  oüenhsir  üherall  gleich 
iveit  voneinander  abstehend,  oder  gleichlaufend,  was  durch  Dazwischen- 
setzung  des  Zeichens     ^)  angedeutet  werden  wird. 


Fig.  9. 


§  23 

Ist  die  i-Linie  (Fig.  9)  ch\  \\  abc  (§  22),  ab  ==bt,  und  am,  bn,  np 
sind  Axen;  so  ist  offenbar  cö  =  öf.  Und  sind  a,  b,  e  was  immer  für 
3  Punkte  der  L  der  am;  so  findet  offenbar  die  Proportion 

ab  :  cö  =  ae  :  c\ 

Statt.     Es  ist  daher  der  Quotient  ab  :  cö  von  ab  vöüig  unabhängig  und 
schon   durch   ac  gändich  bestimmt.     Ein   derlei   Quotient  wird  in   der 


1)  [Gesprochen  par(tJJel.\ 

P.  Stäckel:  Wolfgang  und  Johann  Bolyai  II. 
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Folge,  Kürze  und  Einfachheit  lialber,  wenn  die  zugehörige  Länge  ac  , 
durch  einen  kleinen  Buchstab,  z.  B.  ./•  bezeichnet  wurde,  stets  durch  ] 
den  gleichnamigen,  großen  Buchstaben  X  ausgedrückt  werden. 

§  24  i 

Es  mögen  x,  y  (Fig.  9,  S.  193)  nas  immer  für  2  Längen  sein;  so  isi 

y  -:  . 

allzeit  r=  X'  (§  23).  f" 

Denn  entweder  ist  Eins  von  .7',  y  ein  Vielfaches  des  Andern,  oder     \ 

nicht.  i 

Ist  z.  B.  ^  =  nx-^  so  sei  a:  =  ar  ==  ccj  =  gl?  usw.  bis  al}  =  y  wird; 

ferner  sei  c6  11  g!  ||  bl:  so  ist  (nach  §  23)  ! 

^       ab        c b  a F 

^  c^b  ^  ^f  ""  tTr 

folglich 

ab        /ab\" 

oder 

y_ 

Y=X''  =  X\ 

Sind  aber  x,  y  Vielfache  von  i,  und  zwar 

X  =  mi,     y  =  ni] 
so  ist  (nach  Vorigem) 

X  =  I'%     Y=I", 
folglich 


irX 


I 


Für  den  Fall  einer  Incommensurabilität  von  x,  y  kann  nun  der 
Satz  auch  leicht  dargethan  werden,  was  hier  jedoch  der  Kürze  wegen 
übergangen  wird. 

Übrigens  sieht  man  leicht,  daß  wenn  q  =  y  —  x  ist,  Q  =  Y :  X 
sei.  Wie  auch,  daß  in  Z  für  jede  Länge  x  das  zugehörige  X=  \  sei^ 
in  S  aber  stets  X>  1  "«ei,  und  daß  es  im  letzteren  Fall  für  jede  2 
i-Stücke  ab,  ab c  ein  c5f  II  ab c  gebe,  so  daß  cöf  =  ab  sei,  daher  ambn 
=  amep  ist,  obwohl  anch  amep:ambn  =  abe:ab,  also  amep  von  ambn 
ein  beliebiges  Vielfache  sein  kann.  Ein  Umstand,  der  für  sich  aller-  \ 
dings  genug  merkwürdig  ist,  ohne  daß  daraus  vergönnt  wäre  auf  eine 
Unstatthaftiffkeit  von  S  zu  schließen. 


§  25 
In  jedem  geradlinigen  BreiecTie  (Fig.  10)  verhalten  sich  die  mit  den 
Seiten  als  Halbmesser  heschriehencn  Kreisumfänge  wie  die  Sinus  der  ent- 
gegengesetzten Winkel. 
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Denn  es  sei  abc  =  R,  am  L  bac,  und  bn,  cp  seienl||am;  so  ist 
cab  L  anibn,  also  (da  cbL  ba  ist)  cbL.ambn,  folglich  cpbnLambn. 
Schneide  die  F  der  cp  die  bn,  dm  beziehungsweise  in  6,  e,  und  die  Streifen 
;pbn,  cpam,  bnam  in  den  Z-Stücken  cb,  cn, 
^u•  so  ist  (nach  §  20)  c6e  =  dem  Winkel 
der  Ebenen  nbc,  nöe,  also  =  R;  und  ebenso 
ist  ceö  =  cab. 

Nun    ist    (nach   §  21  j   in   dem   Z-iinigen 
Dreiecke  ce6, 

cc  :  cb  =  1  :  sin  öec  =  1  :  sin  cab. 
Auch  ist  (nach  §  21) 

ic  :  öc  =  Oec  :  Oi>c     {in  F) 
=  Cac:Cbc     (§  18). 

Demnach  ist  auch  ^  ^  ^  .       .         , 

Ca<^  :  Obc  =  1  :  smcab. 

Da  nun  der  aufgestellte  Satz  von  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  be- 
wiesen ist;  so  wird  derselbe  durch  Zerfällung  eines  jeden  Dreieckes  in 
2  Rechtwinklige  leicht  allgemein  gerechtfertiget. 


Fig.  10. 


§  26 
In  jedem  sphärischen  Dreiecke  (Fig.  11)  verhalten  sich  die  Sinusse 
der  Seiten  tvie  die  Sinusse  ihrer  GegemcinJcel. 

Denn    es   sei   abc  =  R,  und   ce6   senkrecht  auf  den  Kugel-Halb- 
messer oa;  so   ist  ceö  1_  acb,  und  (da  auch  bocl_  boa  ist)  cö  L  ob. 
In  den  Dreiecken  ceo,  cöo  aber  ist  (nach  §  25) 
Oec:Ooc:Oöc  =  sincoe:l:sinco6 
=  sin  ac  :  1  :  sin  bc. 
Nun  ist  (vermöge  §  25)  auch 

O^c  :  O  öc  =  sin  cöc  :  sin  ccb. 
Daher  ist 

sin  a c  :  sin  bc  =  sin c ö e  :  sin  ceö. 

Es  ist  aber  cöe  =  R  =  cba,  und  ceö  =  cab.     Folglich 
sin  a  c  :  sin  b  c  =  1  :  sin  a. 
Aus  diesem  Satze  läßt  sich  bekanntlich  die  ganze  sphärische  Tri- 
gonometrie   herleiten,    Kelche   sonach    unabhängig   von  Axiom,  XI.   auf- 
gestellt ist. 

§  27 

Sind  ac,  bb  (Fig.  12)  senkrecht  muf  ab,  und  man  schiebt  cab  längs 
ab  fort;  so  tvird  sich  verhalten  der  Weg  von  c  (ivelcher  hier  cb  heiße): 
ab  ^=  sin  ü  :  sin v. 

13* 


Fig.  11. 
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Denn  es  sei  öe  L  ca;  so  ist  in  den  Dreiecken  abe,  abb  (nach  §  25) 
O  eö  :  O  <^ö  :  O  ^fc*  =  sin  ^<  :  1  :  sin  r. 

Dreht  sich  bacb  um  ac;  so  beschreibt  b  einen  0<i^7  ^  einen  O'^b,  und 
der  Weg  der  erwähnten  cb  werde  hier  bezeichnet  durch  0  c  6. 

Ist  ferner  was  immer  für  ein  (gerad- 
liniges) Vieleck   bfg  ...  dem  Qab  einge- 
t^>^  schrieben;  so  entsteht,  wenn  man  durch  alle 

vin     Seiten  bf,  fg,...  desselben  auf  Qab  senk- 
rechte Ebenen  legt,  auch  in  G  ^ö  eine  Poly- 
o;onal-Figur    von   derselben   Anzahl   Seiten, 
-        und  es  ergibt  sich  (wie  §  23),  daß 
1  cö  :  ab  =  61?  :  bf  =  l?f  :  fc^  etc. 

^'^^'-  und  somit 

Mj  +  Ijf  +  etc.  :  bf  +  fö  +  etc.  =  cb  :  ab 

sich   verhalte.     Strebt  jede  der  Seiten  bf,  fg, .  .  .  zu  verschwinden;   so 

ist  offenbar 

^  bf  +  fg  +  etc. -— Gab 

cvJ   und 

ob  +  Ijf +  etc.  —  Geö. 

Demnach  ist  auch 

Gc6  :  G^t  =  c6  :  ab. 
Nun  war 

Gc6  :  G^t>  =  sin  w  :  sin  y. 
Folglich  ist 

cb  :  ab  =  sintt :  sin  w. 
Entfernt    sich    ac    von    b6    ins   Unend- 
liche; so  bleibt 


Fig.  13. 

folglich  ist  auch 


beständig.    Nun  ist  u 
aus  folgt 


Hier- 


cb  :  ab, 
sin  u  :  sin  v 
R(§  1),  und,  wenn  öni||ibn  ist,  v  *^^  z. 

c6  :  ab  =  1  :  sin^. 
Der  erwähnte  Weg  cb  wird  durch  cb  \\  ab  bezeichnet  werden. 

§  28 
Ist  bull!  ^  am  (Fig.  13),  c  in  aui,  und  ac  =  x;  so  ist  X  (§23) 
=  sin  u  :  sin  v. 
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Denn   sind   cb,   ae   senkrecht  auf  bn,   und   bf  L  am;   so   ist  (auf 
iihnliche  Art  wie  §  27) 

C  b  f :  O  c  6  =  sin  n  :  sin  ü . 
Nun  ist  offenbar  bf  =  ac,  weshalb 

O^a  :  Qbc  =  sin u  :  sin v. 
In  den  .F-Flächen  der  am  und  cm  aber  (welche  den  Streifen  ambn 
uach  ab  und  cq,  schneiden)  ist  nacli  §  21 

Oea  :  Cöc  =  ab  :  cg  =  X 
Daher  ist  auch 

X  =  sin  u  :  sin  v . 

§  29 

Ist  bam  =  R  (Fig.  14),  ab  =  y,  und  bn     am;  so  ist  in  S,  Y=  cot\u. 

Demi  ist  ab  =  ac,  und  cp  |||  am  (also  bn  |||  ===  cip),  ferner  pc6  =  qcö; 
so  gibt  es  (zufolge  §  19)  eine 

Senkrechte  ÖS  auf  cb,  so  daß  >      "/     «'  \^ 

Ö5|i]Cp,  und  folglich  (nach 
§  1 )  6 1  c  q  sei.  Ist  ferner 
bcL_6S;  so  ist  (nach  §  7) 
bs  bn,  also  (nach  §  6)  bn 
iJi  CS,  und  (da  6t  ||!  cq  ist) 
bqlljet,  also  (aus  §  1)  zbn 
=  ebq. 

SteUt  man  sich  das  Stück 

bcf   der   L  der  bn,   und  die 

Stücke  fg,   bbi,   cl  und  cl  der  i-Linien  von  ft,  bi,  cq  und  et  vor;  so 

ist  offenbar  (nach  §  22) 

I?g  =  6f  =  6!=  l?c, 
und  folglich 

Offenbar  ist  ebenso 

Nun  ist 

weshalb 

und  folglich  (vermöge  §  24) 


cg^  =  2cbi^2v. 
bg  =  2bl  =  2^. 

bc  =  b<^  —  cq,, 
y  =  s-v, 

Y=Z:  V 

ist.     Es  ist  endlich  (nach  §  28) 


und 

und  sohin 


Z  =  1  :  sin  \ii 
V=l  :sin(R-|M) 


Y  =  cot-|w. 
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§  30 


Aus  §  25  ergibt  sich  leicht,  daß  zur  Auflösung  des  Problems 
der  ebenen  Trigonometrie  in  S  es  nöthig  wäre,  einen  Ausdruck  des 
Kreisumfanges  durch  den  Halbmesser  zu  haben.  Dieses  soll  durch 
Rectificirung  von  L  bewerkstelliget  werden. 

Seien  ab,  cm,  c'm' L  ac  (Fig. 
15),  und  b  wo  immer  in  ab:  so  ist 
(nach  §  25) 

sin  II :  sin  v  =  Q}) :  Qy, 


also 


sin  u'  :sini;'=  Op'-  Oll', 


Oy 

Nun  ist  (nach  §  27) 


jy  ■ 


sni  V  :  sm  v  =  cos  u  :  cos  u  : 
folglich 


Fig.  15. 


sin  i<  _^  sin  u   ^     , 

Oy  =  '  ~    -'Oy 


COS  H 


COS  U 


oder 


Oy-  Oy'  =  tangw' :  tang«  =  tang  ic:  tang  ?r'. 
Seien  ferner  cn,  c'n'l||ab,  und  c6,  c'b'  auf  ab  senkrechte  Z- Bögen; 
so  ist  (nach  §  21)  auch 


also 


Oy-Oy'  =  r:r', 


r:r'==  taug  tv  :  tang  w '. 
Wächst  /)  von  a  an  unendlich;  so  ist  w- — 2,tü'  -^^  z',  daher  auch 

r  :  >•'  =  tang  z :  tang  ^' 
ist.     Die   von  r  unabhängige  Beständige   r:tang^  heiße  /.     Ist  ?/ ^--^  0: 

so  ist 

/  r  i  tang  z\         ^ 

\y  ^  ~  il  "^   ' 

folglich 


Aus  §  29  folgt  aber 
folglich  ist 

oder  (nach  §  24) 


tang^  =  |(r-r-0, 

21/ 


2y 


Deutsche  Fassung  des  Appendix,  §  30 — 31  199 

Nun    strebt    bekanntlich    dieser  Ausdruck    (bei  y  '-^  0)   auch    zur 

Uränze  ,  7  t?  es  ist  demnach 

lognat  r 

sfKlaß  diese  merkwürdige  Größe  auch  hier  eine  eben  so  wichtige  als  glän- 
zende Rolle    spielt.     Bedeutet   also   /  von   nun   an  jene   Länge,    deren 
J=e  ist,  so  ist  r  =  i  taug^.     Es  war  aber  (§21)  Oy  =  2^r]  mithin  ist 
Oy  =  2;r/tang^  =  xi{Y  —  F-^) 


^^(^'-^'')=ln^SrT^(^-^-^J 


Vermöge  g  24). 


§  31 


Fig.  16. 


Zur  trigonometrischen  Auflösung  aller  geradlinigen  recJdtvinMigen 
Dreiecke  (wodurch  die  Auflösung  aller  Dreiecke  bewirkt  wird)  in  S  reichen 
folgende  3  Gleichungen  hin:  nämlich  (wenn  a,  h 
(Fig.  16)  die  Katheten,  c  die  Hypotenuse,  und 
■a,  ß  beziehungsweise  die  den  Katheten  ent- 
gegengesetzten Winkel  bedeuten)  eine  Glei- 
chung, welche  die  bestehende  Relation  aus- 
drückt 1.)  zwischen  a,  c,  cc]  2.)  zwischen  a,  cc,  ß- 
o.)  zwischen  a,  h,  c.  Aus  diesen  Gleichungen 
gehen  nämlich  die  noch  bekanntlich  fehlenden  und 
zur  vollständigen  Auf  lösuntj  der  Dreiecke  nöthi-  ct^ 
gen  drei  Gleichungen  durch  Elimination  hervor. 

I.  Aus  §  25  und  30  folgt 

1  :  sin  «  =  (0  -  6'-^  :  (.4  -  Ä-^)  =  U'  -  e~  ')  :  {e"  -  e~V, 
«ine  Gleichung  für  a,  c,  a. 

II.  Aus  §  27  ist  (wenn  /Smiji/n  ist) 

cos  a  :  sin  /3  =  1 :  sin  u\ 
aus  §  2\)  aber  wird 

l:sin?(  =  |(.4  4-^-1). 
Daher  ist 

cos a  :  sin /3  =  |(^  +  .4- 1)  =  l \e'  -{-  e~  V; 
eine  Gleichung  für  a,  «,  ß. 

III.  Ist   u.a"__ßay,  und  ßß',yy'  sind  \\  aa    (§  27),   ferner   ß'a'y' 

l_  a(c'[  so  ist  offenbar  (so  wie  §  27) 

yy  Sin  H         -  ^  ' 


KU 


^=i(i?+5-^). 
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folglich 
oder 


c  c  I    a  a  \  1    h  h\ 

e  i  +  e~'^  =  f  \c  '■  +  e~  ^j  \e '  +  e~  '  j, 

eine  Gleichung  für  a,  h,  c. 

{Ist  yaö  =  R,  und  ^y  L  ß^,  so  ist 

OcrOflf  =  1  :  sin  «, 
und 

Oc:0((^  =  /3ö)  =  l:cos«, 

demnach   (wenn   O^^'^  für  beliebiges  x   das  Produkt  O^'O^   bedeutet) 
offenbar 

Es  ist  aber  (aus  §  27  und  IL) 

folglich 

\e'  —  e    V  =  i \e '—  e    V  (.e '  —  e    '  j  +  \e ''  —  e     V  ; 

eine    andere   Gleichung    für  a,  fe,  c  (deren    rrfZ/fe   Seite    leicht    auf  eine 
symmetrisclie  oder  invariable  Form  gebracht  wird). } 
Aus 


1 


und 


sin/J        2V-^^^      J> 


cos  ^ 


=  Kß  +  ^-'j 


endlich  ergibt  sich   (mit  Rücksicht  auf  III.)  sogleich 

cot  a-cotß  =  ^\e'  +  e    '  j, 
welches  eine  Gleichung  zwischen  c,  a,  ß  darbietet. 

§32 

Im  vorigen  §  ist  es  gelungen,  die  Aufgal:)e,  welche  die  ebene 
Trigonometrie  in  S  zum  Gegenstande  hat,  zu  lösen.  Hierdurch  wäre 
aber  hinsichtlich  einer  absolut  wahren  (und  nicht  bloß  auf  die  aus- 
drückliche Hypothese  einer  Wirklichkeit  von  H  oder  S  sich  gründenden^ 
ebenen  Trigonometrie  unmittelbar  noch  nichts  gewonnen. 

Es  läßt  sich  jedoch  (auch  a  priori,  am  leichtesten  aber  unmittel- 
bar a   posteriori)   zeigen,   daß   die  Gränse  eines  jeden  die  Größe  i  etd- 


f 


I 
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haltenden  und  somit  auf  der  Voraussetzung,  daß  es  ein  i  gebe,  beruhenden 
Ausdruckes,  bei  dem  unendlichen  Wachsen  von  i,  genau  die  ausgedrücUe 
(j)öße  für  den  Fall  von  X,  und  somit  in  der  Voraussetzung,  daß  gar 
kein  i  bestehe,  ausdrücke.  Wobei  jedoch  keineswegs  zu  glauben  ist, 
man  könne  etwa  das  System  der  Geometrie  selbst  wirklich  verändern 
und  z.  B.  (in  der  Voraussetzung  der  Realität  von  S)  i  nach  Belieben 
<ji:rößer  oder  kleiner  oder  auch  ganz  verschwinden  machen.  Dies  ist  an 
und  für  sich  so  unmöglich,  als  die  Natur  des  Raumes  schlechterdings 
unwandelbar  und  in  sich  selbst  bestimmt  ist.  Denn  (absolut  oder  unbe- 
dingt gesprochen)  entweder  gibt  es  ein  i  oder  nicht,  und  im  ersten 
Fall  ist  die  Größe  davon  an  sich  vollkommen  bestimmt  und  ewig  un- 
veränderlich. Da  uns  in  Ansehung  der  Beschaffenheit  von  i  bis  jetzt 
i;-ar  nichts  bekannt  ist,  und  es  vielmehr  dem  Verfiisser  gelang  (mit 
voller  geometrischer  Schärfe)  zu  zeigen,  daß  der  Natur  der  Sache  nach 
nie  irgend  ein  Scharfsinn  es  zu  einer  diesfäUigen  Erkenntnis  bringen 
könne;  so  ist  es  allerdings  vergönnt,  nacheinander  beliebige  verschiedene 
Hypothesen  diesfalls  zu  Grunde  zu  legen,  und  so  verschiedene  hypothe- 
tische Systeme  aufzuführen. 

Gesetzt  aber,  daß  bei  jedem  derlei  Ausdrucke  mit  i  dieser  Buch- 
stab für  den  Fall  von  /S  jene  in  sich  bestimmte  Länge  bedeute,  deren 
I=e  ist;  für  den  Fall  von  2J  hingegen  stets  die  oberwähnte  Gränze 
genommen  werde;  so  w^erden  alsdann  oß'enbar  alle  aus  der  vorausge- 
setzten Wahrheit  von  S  entspringenden  Ausdrücke  (in  diesem  Sinne) 
unhedingt  gelten,  so  unbekannt  es  immer  bleiben  muß,  ob  eigentlich  27 
oder  S  bestehe. 

So  z.  B.  geht  aus  dem  §  30  erhaltenen  Ausdrucke  (und  zwar  so- 
wohl durch  Hülfe  der  Difterenzirung  als  ohne  selbe)  leicht  für  2  der 
bekannte  Wert  Qx  =  2%x  hervor;  aus  I.  (§  31)  folgt  bei  gehöriger 
Behandlung  1:  sin«  =  c:a\  aus  H  aber  —  ,,==  ^,  also  «  -f  /3  =  R;  die 
Gleichung  in  IH.  endlich  wird  auf  den  ersten  Anblick  identisch  (wo 
sie  zwar  ebenfalls  für  27  gilt,  obwohl  sie  dafür  keine  neue  Wahrheit 
bestimmt  oder  zu  erkennen  gibt);  sie  läßt  sich  jedoch  auf  eine  Art  be- 
handeln, wo  sie  den  pythagori>chen  Lehrsatz  c^=a^-\-b'^  darbietet. 
Dies   sind   denn   offenbar   die   bekannten  Grundgleichungen   der  ebenen 

Trigonometrie  in  27. 

§.33 

Nun  soll  das  Wesen  des  Resultates  dieser  Lehre,  und  was  selbe 
im  Stande  ist  zu  leisten,  kurz  angeführt  werden. 

L  Ob  an  sich  eigentlich  H  oder  S  bestehe,  bleibt  hier  (und,  wie 
der  Verfasser  beweisen  kann,  für  immer)  gänzlich  und  schlechterdings 
unentschieden. 
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IL  Man  hat  nunmehr  eine  absolut  wahre  ( d.  i.  von  aller  Voraus- 
setzung freie)  ebene  Trigonometrie,  worin  jedoch  (nach  I.)  die  Größe  i, 
und  ob  sie  vorhanden  sei,  durchaus  unbestimmt  bleibt,  [jedoch]  bis  auf 
diese  einzige  Unbekannte  alles  bestimmt  ist.  Die  s^j/jär^sc/^e  Trigonometrie 
aber  wurde  in  §  26  absolut  gerechtfertigt;  sodaß  die  gewöhnliche,  be- 
kannte sphärische  Ti'igonometrie  vom  XL  Axiom  gar  nicht  abhängig 
und  unbedingt  wahr  ist. 

in.  Mittels  dieser  beiden  Trigonometrien  und  einigen  (in  der  Druck- 
schrift §  32  angegebenen)  Hülfssätzen  wird  man  der  Auflösung 
aller  Aufgaben  der  Raumlehre  und  Mechanik,  welche  die  so- 
genannte Analysis  bei  ihrer  jetzigen  Höbe  in  ihrer  Gewalt 
hat  (in  dem  nunmehr  keiner  weiteren  Erläuterung  bedürfenden  Sinne) 
nunmehr  geradezu  ohne  Hülfe  des  XL  Axioms  (worauf  bisher 
alles  als  Haupt-Grund-Pfeiler  beruhte)  mächtig,  und  die  ganze  Raum- 
lehre läßt  sich  in  besagtem  Sinne  von  nun  an  nach  der  (zwischen 
gehörigen  Schranken  mit  Recht  gepriesenen)  analytischen  Methode 
der  Neueren  abhandeln. 

Tritt  nun  auch  der  Beweis  der  Unmöglichkeit,  je  zwischen  2?  und  S 
zu  entscheiden,  hinzu  (den  der  Verfasser  gleichfalls  besitzt):  so  ist  das 
Wesen  des  XL  Axioms  vollends  ergründet  und  die  intrikate 
Materie  der  Parallelen  vollkommen  durchdrungen,  und  die  bis 
zur  Stunde  (für  die  nach  Wahrheit  dürstenden  Geister)  so  unglückselig 
geherrscht  habende,  die  Lust  zur  Wissenschaft  benehmende  und  Zeit  und 
Kraft  so  Vielen  geraubt  habende  totale  Sonnenfinsternis  für  immer  ver- 
schwunden. Und  es  lebt  in  dem  Verfasser  die  (vollkommen  geläuterte) 
Überzeugung  (desgleichen  er  auch  von  jedem  einsichtsvollen  Leser  er- 
wartet), daß  durch  Aufklärung  des  Gegenstandes  Einer  der  allenvich- 
tigsten  und  allerglänsendsten  Beiträge  zur  wahren  Bereicherung  der  Wissen- 
schaft, zur  Bildung  des  Verstandes  und  somit  zur  Hebung  des  menschlichen 
Schicksals  gemacht  wurde. 

Als  eine  Zugabe  wird  den  Freunden  der  Wahrheit  nicht  unwill- 
kommen sein  (in  den  §  34  bis  43  der  Druckschrift)  für  den  Fall  von  S 
den  Kreis  geometrisch  quadrirt  d.  i.  mit  einem  Lineal  und  einem  Zirkel 
einen  Kreis  construirt  zu  sehen,  der  einer  gewissen  geradlinigen  Figur 
dem  Inhalte  nach  gleich  ist;  sodaß  entiveäer  das  berüchtigte  XL  Axiom 
wirklich  als  wahr  dasteht,  oder  die  «eltberühmte  Quadratur  des  Kreises 
bewerkstelligt  ist,  ohne  jedoch  je  zu  erfahren,  welches  von  Beiden  wirklich 
Statt  finde.  Übrigens  dürfte  schon  daraus,  daß  der  Verfasser  selbst 
diese  an  sich  allerdings  höchst  merkwürdige  (obwohl  offenbar  keines- 
wegs mit  der  eigentlich  gewöhnlich  gesuchten  übereinstimmende)  Qua- 
dratur als  eine  ganz  unbedeutende  Anmerhmg  in  Ansehung  des  Wesent- 


\ 
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livJien  in  der  ganzen  Lehre  betrachtet,  sich  ein  weit  höherer  Werth  und 
eine  umfassendere  Tendenz  des  Ganzen  sich  erahnen  lassen. 

Schlüßlich  wird  hier  nur  noch  bemerkt,  daß  man  (nach  §  34)  in 
in  der  That  im  Stande  ist  (Fig.  12,  S.  196)  aus  jedem  Punkte  ö  zu  einer 
gegebeneu  Geraden  aw.  eine  öm  geometrisch  so  zu  ziehen,  daß  öni  aw 
ist,  obgleich  es  keinem  Verstände  möglich  ist,  je  über  den  Winkel  aöni 
a  i^riori  durch  logische  Schlüsse  mehr  zu  bestimmen,  als  daß  derselbe 
^  0  und  nicht  >  2R  —  6an  sei. 


§  32 1). 

Es  bleibt  noch  übrig,  kurz  darzulegen,  wie  die  Aufgaben  in  S  gelöst 
werden:  sobald  dies  (durch  leichtere  Beispiele)  geschehen  ist,  soll  schließ- 
lich klar  ausgesprochen  werden,  was  die  vorliegende  Lehre  leistet. 

I,  Es  sei  ah  (Fig.  17)  eine  Linie  in  der  Ebene,  und  y  =  f(x)  ihre 
Gleichung  (für  l_  e  Koordinaten),  und  ein  beliebiger  Zuwachs  von  2 
heiße  dz,  und  die  Zuwächse  von  x,  y  und  der  Fläche  u,  die  demselben 
dz  entsprechen,  sollen  beziehungsweise  mit  dx,  dy,  du 
bezeichnet   werden:    ferner   sei   bl?  |I  cf,    und    es   möge 

(nach  §§  31  und  27)    ,     durch   y  ausgedrückt  und  die 

Grenze  von  -^  gesucht  werden,  wenn   dx  der  Grenze 
dx  °  ' 

0  zustrebt  (was  immer  stillschweigend  gemeint  ist,  wo 

eine  solche  Grenze  gesucht  wird).     Hieraus  wird  auch 


j^tf 


die  Grenze  von 


dy 


Fig.  17. 


bekannt,  und  auch  tgljb>^,  und  (da 

i}bc   augenscheinlich  weder  >  noch   <   und  also   =  R   ist)  so  ist  die 
Tangente  in  b  von  bcs  durch  y  bestimmt. 
II.  Es  läßt  sich  beweisen,  daß 

dz\ 

dz 


1. 


Hieraus   wird   die  Grenze  von 


dx 


und   somit   durch  Integration  z 


(durch  X  ausgedrückt)  gefunden. 

Es  ist  auch  möglich,  die  Gleichung  irgend  einer  in  concreto  ge- 
gebenen Linie  in  S  zu  finden,  zum  Beispiel  die  von  L. 

Ist  nämlich  am  eine  Axe  von  L,  so  wird  L  von  jeder  Geraden  cb 
aus  am  geschnitten  (da  nach  §  19  jede  Gerade  aus  a  außer  am  L 
schneidet);  es  ist  aber  (wenn  bfi  eine  Axe  ist) 

X=l:sincbn     (§28), 

1)  [Es  folgen  die  §§  32  bis  43  des  Appendix  in  deutscher  Übertragung;  vgl. 
die  Anmerkung  1)  auf  S.  185.] 
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r=cot|cbn     (§29), 


als  die  besuchte  Gleichung.     Mithin  ist 


}/;-- 1 


||»A-(X'-l)-  =  ; 


nun  ist  aber 
also 


bl) 


1  :  sincbn  =  X, 


—  ^  ( A    -  1)      , 


1  + 


lY 

b'lf 

dz 

bh 

dz 
dx 


XHX^  -  1)"  2 . 


woraus  durch  Integration 


2  =  i{X}  —  l)^  =  icotcbn 


gefunden  wird  (wie  in  §  30). 
III.  Augenscheinlich  ist 

du  l?  f  ^'  b  1? 

dx  dx    ' 

was    (da    es   nur   von   y   abhängt)   zunächst   durch  y   auszudrücken 
hieraus  geht  u  durch  Integration  hervor. 

Ist  (Fig.  12,  S.  196)  <x\>  =  p,  ac  =  q  und  c6  =  r  und  cabcbc 
30  läßt  sich  (wie  in  IL)  zeigen,  daß 

dq  **' 


und  dieses  ist 


Durch  Integration  wird 


=  ^p\e'  -\-e    V- 
(  -       --\ 
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Dies  läßt  sich  auch  ohne  Integration  herleiten. 

Es  seien  zum  Beispiel  die  Gleichungen  eines  Kreises  (aus  §  31, 111), 
einer  Geraden  (aus  §  31,  II),  eines  Kegelschnitts  (nach  dem  Vorher- 
gehenden) ausgedrückt,  so  lassen  sich  auch  die  \on  diesen  Linien  ein- 
ti'esehlossenen  Flächenräume  ausdrücken. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  die  krumme  Fläche  t  die  zu  der  eoenen 
Figur  j)  (im  Abstand  q)  ||  ist,  sich  zu  p  verhält  wie  die  2ten  Potenzen 
homologer  Linien,  oder  wie 

\\e'  +  e    '■/  :  1. 

Ferner  erhellt  leicht,  daß  die  Berechnung  des  körperlichen  Inhalts, 
wenn  sie  auf  dieselbe  Art  behandelt  wird,  zwei  Integrationen  erfordert 
(da  hier  auch  das  Differential  selbst  erst  durch  eine  Integration  bestimmt 
wird),  und  daß  vor  allem  das  Volumen  zu  suchen  ist,  das  von  p,  t  und 
dem  Inbegriff  aller  zu  p  senkrechten  Geraden  begrenzt  ist,  die  die 
Grenzen  von  p,  t  verbinden.  Als  dieses  Volumen  wird  gefunden  (sowohl 
durch  Integration  als  auch  ohne  sie) 

~pi\e'  —  e    V  +  liVg.- 


Auch  die  Oberflächen  der  Körper  können  in  S  bestimmt  werden, 
und  ebenso  die  Krümmungen,  die  Evoluten  und  die  Evolventen  irgend 
welcher  Linien.  Was  die  Krümmung  betrifft,  so  ist  sie  in  S  entweder 
die  von  L  oder  sie  wird  durch  den  Radius  eines  Kreises  oder  durch  den 
Abstand  der  einer  Geraden  ||en  Kurve  von  dieser  Geraden  bestimmt; 
aus  dem  Vorhergehenden  kann  nämlich  leicht  gezeigt  werden,  daß  es 
in  der  Ebene  außer  L,  den  Kreislinien  und  den  einer  Geraden  I|en  Linien 
keine  anderen  gleichförmigen  Linien  gibt. 

IV.  Für  den  Kreis  ist  (wie  in  III) 

woraus  (nach  §  30)  durch  Integration  folgt 

(X  x\ 

e^—  2  +  e~  V. 

V.  Für  die  Fläche  (Fig.  9,  S.  193)  cahbc  =  u  (die  von  der  L- 
förmigen  Linie  ah  ='  r,  der  ihr  ||en  c5  =  y  und  den  Geraden  ac,  bb  ==  x 

eingeschlossen  wird)  ist 

du 

eTx  '"^  ^' 

und  (§  24) 

X 

V  =  re    '; 
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also  (durch  Integration) 

u  =  ri\l  —  p    V- 
Wächst  X  ins  Unendliche,  so  wird  in  S 

X 

also 

u  '-^  ri. 

Unter  der  Größe  von  mabn  wird  in  Zukunft  diese  Grenze  verstanden. 

Auf  ähnliche  Art  findet  man,  wenn  p  eine  Figur  auf  F  ist,  den 
von  p  und  dem  Inbegriff'  der  aus  den  Grenzen  von  p  gezogenen  Axen 
eingeschlossenen  Raum  =  -^pi- 

VI.  Ist  2u  (Fig.  10,  S.  195)  der  Winkel  an  dem  Mittelpunkt  eines 
Kugel- Segments  z,  p  der  Umfang  eines  größten  Kreises  und  der  Bogen  f  c 
(des  Winkels  u)  =  x;  so  ist  (§  2b) 

1  :  Binu  =  p  :  Obc, 
und  daher 

Außerdem  ist 

X  = 
Ferner  ist 

und  daher 

mithin  (durch  Integration) 

sin  vers  u    « 

Man  denke  sich  die  F,  in  das  p  (das  durch  die  Mitte  f  des  Seg- 
ments hindurchgeht)  fäUt,  wobei  die  Ebenen  fem,  ccm  durch  af,  ac 
senkrecht  zu  F  gelegt  werden  und  es  in  feg,  Ci.  schneiden,  und  be- 
trachte die  X- förmige  Linie  c6  (die  aus  c  auf  feg  senkrecht  steht) 
und  auch  die  i-förmige  cf;  dann  ist  (§  20) 

C  0  f  =  u 


O  t>c  =^sin  H. 


pu 

- 

271 

Lind     dx  = 

pdu 
2jr 

dz 
dx 

—  Obc, 

dz 
du 

^— smw. 

und  (§21) 

f  b        sin  vers  u 

also 

Z  =  \b  ■  p. 

Es  ist  aber  (§  21) 

p  =  jt  ■  f6g, 

IVl^llUll 

^  =  .TT  •  f6  •  fög. 
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Es  ist  jedoch  (§  21; 

lolglich 

2  =  z  ■  \c  ■  W  =  O  f  c  in  F. 

Xunmehr  sei  (Fig.  14,  S.  197)  bj  =  cj  =  r;  dann  ist  (§  HO) 

2r  =  i{Y-  Y-'), 
also  (§  21  ) 

G^>-  (in  F)  ^:tP{Y-  Y-')\ 

Es  ist  auch  (IV.) 

Q2y  =  :cP(Y'-2+  T-^)-, 

also  O  2r  (in  F)  =  Q2y,  mithin  die  Ober  fläche  des  Kugelsegments  z  ist 
f/Ieidi  dem  mit  der  Sehne  fc  als  Halhmesser  beschriebenen  Kreise. 
Hieraus  wird  die  ganze  Oberfläche  der  Kugel 

und  es  verhalten  sich  die  Oberflächen  der  Kugeln,  ivie  die  2ten  Potenzen 
ihrer  größtot  Kreisumfänge. 

VII.    Auf  ähnliche   Art   wird   in   S  das    Volumen    der   Kugel   vom 
Halbmesser  x 

=  \7ii^{X'-X--)-2ni^x 

gefunden:   die   durch   Drehung   der  Linie  ch   um   ab   erzeugte   krumme 
Fläche  (Fig.  12,  S.  196) 

und  der  von  caböc  beschriebene  Körper 

Wie  aber  alles,  ivas  von  IV.  bis  hierher  behandelt  ivurde,  auch  ohne 
Integration  durchgeführt  werden  Ttann,  ivird  der  Kürze  wegen  unterdrüclt.- 
Es  läßt  sich  zeigen,  daß  der  Grenzwert  eines  jeden  die  Größe  i  ent- 
haltenden (und  somit  auf  der  Voraussetzung,  daß  es  ein  i  gebe,  beruhen- 
den) ÄusdrucJiS  bei  dem  unendlichen  Wachsen  von  i,  genau  die  Größe 
für  den  Fall  von  2  (und  somit  in  der  Voraussetzung,  daß  gar  Jcein  i 
bestelle)  ausdrüclce,  es  sei  denn,  daß  die  Gleichungen  eine  Identität  werden. 
Man  darf  jedoch,  wie  man  leicht  erkennt,  nicht  glauben,  das  System  selbst 
lasse  sich  etwa  verändern  (das  durchaus  an  und  für  sich  bestimmt  ist):  ver- 
ändern kann  man  nur  die  Hypothese,  was  nacheinander  solange  geschehen, 
kann,  bis  wir  nicht  ad  absurdum  geführt  werden.  Gesetzt  also,  daß  in  einem 
solchen  Ausdruck  der  Buchstabe  i  für  den  FaU,  daß  ;S'  in  Wirklichkeit  statt- 
findet, jene  einzige  Größe  bezeichne,  deren  I  =  e  ist,  daß  jedoch,  wenn  27 
in   Wahrheit  stattfindet,   der  erwähnte  Grenzivert  statt   des  Ausdruckes 
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gesetzt  gedacht  wird:  so  werden  offenbar  alle  aus  der  vorausgesetzten 
WirMichleit  von  S  entspringenden  Ausdrücke  (in  diesem  Sinne)  unbedingt 
gelten,  selbst  ivenn  man  nicht  weiß,  ob  in  Wahrheit  Z  oder  S  besteht  oder 
nicht  besteht. 

So  z.  B.  geht  aus  dem  in  §  30  erhaltenen  Ausdruck  (und  zwar 
sowohl  durch  Hilfe  der  Differenzierung  als  ohne  diese)  leicht  für  27  der 
bekannte  Wert 

O  ^  =  "^Ttx 

hervor;  aus  I.  (§  31)  folgt  bei  gehöriger  Behandlung 

1  :  sin  K  =  c  :  a-, 
aus  II.  aber 

-^— ,y  =  1,  also   a  -\-  ß  =  R: 
sm  p  '  >    r  1 

die  erste  Gleichung  in  III.  wird  identisch,  gilt  also  für  U,  obwohl  sie 
dafür  nichts  bestimmt;  aus  der  zweiten  aber  folgt 

c2  =  a'i-  b\ 

Dies  sind  die  bekannten  Grimdgleichungen  der  ebenen  Trigonometrie  in  U. 
Ferner  findet  man  (aus  §  32)  für  U  die  in  III.  angegebene  Fläche 
und  das  Volumen  beide 


aus 

IV. 

Qx== 

nx^] 

aus 

VII. 

die 

Kugel 

vom 

Halbmesser 

X 

* 

=  j^x', 

usw 

Auch  die  am  Schluß  (VI.)  ausgesprochenen  Lehrsätze  sind  offenbar 
unbedingt  ivahr. 

§  33 

Es  bleibt  noch  übrig  auseinanderzusetzen,  was  diese  Lehre  eigent- 
lich bedeutet  (wie  in  §  32  versprochen  wurde). 

I.  Ob  an  sich  in  Wahrheit  27  oder  ein  gewisses  S  besteht,  bleibt 
unentschieden. 

II.  Alles  aus  der  Annahme  der  Unrichtigkeit  des  XI.  Axioms  Her- 
geleitete bleibt  (immer  im  Sinne  des  §  32  verstanden)  unbedingt  richtig 
und  stützt  sich  in  diesem  Sinne  auf  keine  Hypothese.  Es  gibt  also  eine  ebene 
Trigonometrie  a  priori,  worin  allein  das  wahre  System  unbekannt  bleibt 
und  daher  nur  die  absoluten  Größen  der  Ausdrücke  unbekannt  bleiben, 
während  augenscheinlich  durch  die  Kenntnis  eines  einzigen  Falles  das 
ganze  System  festgelegt  würde.  Die  sphärische  Trigonometrie  aber  ist 
in  §  26  absolut  begründet  worden.  (Auf  F  gibt  es  eine  der  ebenen  Geo- 
metrie in  E  vollständig  analoge  Geometrie). 
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in.  Wenn  es  feststände,  daß  2J  stattfindet,  so  wäre  in  dieser  Hin- 
Mcht  nichts  mehr  unbekannt.  Wenn  es  aber  feststände,  daß  Z  nicht 
.stattfindet,  so  würde  es  offenbar  (z.  B.)  unmöglich  sein  (§  31),  wenn 
die  Seiten  x,  y  und  der  von  ihnen  eingeschlossene  geradlinige  Winkel 
m  concreto  gegeben  sind,  daraus  das  Dreieck  absolut  aufzulösen,  (d.  h.) 
a  priori  die  übrigen  Winkel  und  das  Verhältnis  der  dritten  Seite  zu 
ilen  beiden  gegebenen  zu  bestimmen,  außer  wenn  X,  Y  bestimmt  würden; 
hierzu  müßte  man  aber  in  concreto  ein  a  haben,  dessen  A  bekannt 
wiire,  und  dann  wäre  i  die  natürliche  Längeneinheit  (wie  e  die  Basis 
der  natürlichen  Logarithmen).  Wie  sich  dieses  i,  wenn  seine  Existenz 
feststeht,  wenigstens  für  die  Praxis  auf  das  genaueste  construiren  läßt, 
wird  später  gezeigt  werden. 

IV.  Offenbar  läßt  sich  die  ganze  Raumlehre,  in  dem  in  I.  und 
IL  dargelegten  Sinne,  nach  der  (zwischen  gehörigen  Schranken  sehr  zu 
preisenden)  analytischen   Methode  der  Neueren  abhandeln. 

V.  Endlich  wird  es  dem  freundlichen  Leser  nicht  unwillkommen 
sein,  daß  für  den  Fall,  daß  nicht  E  sondern  S  in  Wahrheit  statt- 
findet, eine  geradlinige  Figur  construirt  wird,  die  dem  Kreise  gleich  ist. 


§34 

Aus  6  (Fig.  12,  S.  196)  ivird  6m  jj!  an  auf  folgende  Art  gezogen. 
Aus  ö  ziehe  man 
t  ob  L  an, 

errichte  aus  irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden  ab 

ac  L  aw.  (in  6ba) 
und  fälle 

i>e  L  ac. 

Dann  ist  (§  27) 

Qzb  :  Oah  =  1 :  Bm z, 

Torausgesetzt,  das  ömlUbn  ivar. 

Nun  ist  sin^  nicht  >1,  also  ab  nicht  >6e.  Der  aus  a  in  hac 
mit  einem  Halbmesser  gleich  6e  beschriebene  Viertelkreis  hat  daher 
mit  bS  einen  gewissen  Punkt  b  oder  o  gemein.  Im  ersten  Falle  ist 
augenscheinlich  ^  =  R;  im  zweiten  aber  ist  (§  25) 

(O^o  =  Oe6) :  Qab  =  1 :  sin  aob, 
also 

z  =  aob. 

Wenn  also  ^  =  aob  gemacht  wird,  so  ist  6m|||bn. 

P.  Stäckol:  Wolfgang  und  Johann  Bolyai  II.  14 
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§35 

Wenn  S  stattfindet,  so  läßt  sich  auf  folgende  Art  eine  zu  dem  einen 
Schenkel  eines  spitzen   As  [_e  Gerade  ziehen,   die  zu  dem  andern  [\\  isf^ 
Es  sei  am  1_  bc  (Fig.  18),  und  man  nehme  ab  =  ac  so  klein  (nach 
§  19),  daß,  wenn  bn  |jj  am  gezogen  Avird  (§  34),   abn  >  ist  als  der  ge- 
gebene /\.     Man   ziehe  ferner 
cp  I  I  am  (§  34)  und  mache  nbq^ 
\)cb    beide    gleich    dem    gege- 
beneu A.    Dann  werden  bq,  c6- 
einander  schneiden.     Es  möge, 
nämlich    bq    (das    nach   Kon- 
sfruJiiion  in  nbc  fällt)  cp  in  e 
schneiden;  dann  ist  (wegen  bn 
=^  c p)  e b c  <  c c b,  also  ^ic  <C^h 
Es  seien 

ef  =  ec,  cfr  =  ocö    und    fsiiep:  ' 

dann  fällt  fs  in  bfr.    Denn  da  bn|llcp,  also  auch  bn'|  cp  und  bn|   fs-  * 
ist,  so  ist  (%  14)  * 

fbn  -I-  bfs  <  2R  =  fbn  +  bfr 

und  daher  bfs  <  bfr.     Deshalb  schneidet  fr  die  ep,  also  auch  cö  die  , 

eq  in  einem  gewissen  Punkte  b.  j 

Jetzt  sei  ög  =  öc  und  Ö9t  =  6cp  =  ^bn.    Dann  ist  (da  cö  =^  g6  ist)  j 

bn  =!^  gt  =2=  cp.  ' 

Es  sei   f  der  Punkt  der  X-förmigen  Linie  von  bn,  der  in  bq   fällt 
(§  19),  und  fl  die  Axe;  dann  ist 

bn  =^  fl, 
also 

es  ist  aber  auch 


I 


bfl  =  bgt  =  6;-p; 

fl=^cp, 

also   fällt  i   offenbar   in  g,  und  es  ist  (^t|ijbn.     Wenn  nun  I^o  die   bcy  [ 
L  halbirt,  so  ist  bfo  \  bn  konstruirt. 

§36 

Sind  eine  Oerade  cp  (Fig.  10,  S.  195)  und  eine  Ebene  mab  gegeben  und  j 
macht  man  cbLmab  (in  bcp),  bn  L  bc  und  cq||[bn  (§  34),  so  uird  . 
der  Schnitt  von  cp  (wenn  diese  Gerade  in  bcq  liegt)  mit  bn  (in  cbn)^1 
also  auch  7nit  mab  gefunden.  Und  wenn  zwei  Ebenen  pTq,  mabge-  j 
geben  sind,  und  c b  L  mab,  er  L_  pTq  ist,  und  (in  bcr)  bn  L  bc,  es  L  er,  so  ' 


I 
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fallen  bn  in  ni ab  und  es  in  pTq,  und  nachdem  der  Schnittpunkt  von  bn,  es 
(wenn  es  einen  gibt)  gefunden  ist,  so  ist  die  durch  ihn  in  pcq  auf  es  ge- 
fällte Le  angenscheinlich  der  Schnitt  von  mab,  pTq. 

§37 

Auf  am  lii  bn  (Fig.  7,  S.  189)  wird  ein  solches  a,  daß  am  =^  bn  ist,  ge- 
funden, wenn  (nach  §  34)  außerhalb  nbm  gt  bn  konstruirt  und  bg  L  gt, 
.";c  =  gb,  cp  III  gt  gemacht  nnd  tgS  so  gelegt  wird,  daß  es  mit  tgb  einen  A 
1  lüdet,  der  jenem  gleich  ist,  den  pcä  mit  pcb  bildet,  und  (nach  §  36) 
.1er  Schnitt  5q  von  tgS,  nbd  gesucht  und  ba  L_  öq  gemacht  wird.  Denn 
wegen  der  Ähnlichkeit  der  Z-linigen  A-e,  die  in  dem  F  von  bn  ent- 
stehen (§  21),  ist  augenscheinlich  ob  =  ba  und  am  ==!^  bn. 

Hieraus  erhellt  leicht  (da  die  jL-Linien  durch  ihre  Endpunkte  allein 
gegeben  werden),  daß  auch  das  vierte  und  das  mittlere  Glied  einer 
Proportion  gefunden  werden  kann,  und  daß  alle  geometrischen  Kon- 
struktionen, die  in  ZI  in  der  Ebene  ausgeführt  werden,  auf  diese  Art 
in  F  ohne  das  XI.  Axiom  abgemacht  werden  können.  So  läßt  sich 
z.  B.  4R  geometrisch  in  beliebig  viele  gleiche  Teile  teilen,  wenn  sich 
diese  Teilung  in  Z  ausführen  läßt. 

§  38 

Wird  z.  B.  (nach  §  37)  nbq  =  |-R  (Fig.  14,  S.  197)  konstruirt  und 
(nach  §  35)  in  S  zu  bq  die  Senkrechte  am  |j|  hn  gezogen  und  (nach 
§  37)  jm  =!i=  bn  bestimmt,  so  ist,  wenn  \a  =  x  ist,  (§  28) 

X=  l:sin|R  =  2, 

und  X  ist  geometrisch  konstruirt. 

Auch  kann  nbq  so  berechnet  werden,  daß  ja  von  i  um  weniger  als 

eine  gegebene  Größe  abweicht,  da  nur  sinnbq=?=—  zu  sein  braucht. 

§39 

Waren  (in  einer  Ebene)  pq  (Fig.  19,  S.  212)  und  st  ||  der  Geraden  mn 
(§  27)  und  sind  ab,  cö  gleiche  Senkrechte  auf  mn,  so  ist  augenscheinlich 

Aöec  £-^:  Abea, 
also  kongruieren  die  (vielleicht  gemischt-linigen)  A  ^CTp,  cat,  und  es  ist 

ec  =  ea. 
Ist  ferner  cf  =  ag,  so  wird 

Aacf  ^  Acag, 

14* 
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ca^,   ^cq  =  cga, 
acg  +  q,cc\  =  2R 


und  beide  sind  die  Hälfte  des  Vierecks  fao,c.  Sind  fagc,  tjagf  zwei 
solche  Vierecke  über  ag  zwischen  pq  und  st,  so  erhellt  ihre  Gleichheit 
(wie  bei  Euklid)  und  ebenso  die  der  A-e  ag,c,  agij 
mit  derselben  Grundseite  ag  und  Scheiteln  in  pq. 
Ferner  ist 

und 

acf 

(§  32),  also  auch 

cag  +  acg>  -f  cga  =  2R; 

folglich    ist    in   jedem   solchen  A  bca,   die   Summe 
der  3  A  =  2R. 
Mag  die  Gerade  ag,  auf  das  ag  (das  ||  mn  ist)  fallen  oder  nicht,  so 
liegt  die  Gleichheit  der  Flächen  der  geradlinigen  A-e  agc,  agl^  selbst  wie 
ihrer  A-swmnen  auf  der  Hand. 

§40       • 
Gleiche  A-e  abc,  abb  (Fig.  20)  (vo)i  jetzt  ah  geradlinige),  die  eine 
gleiche  Seite  haben,  haben  gleiche  A-sanimen. 

Denn   inn   möge   sowohl  ac  als  auch  bc  halbiren,  und  es  sei  pq 
(durch   c)  II  mn;   dann   fällt  b  in   pq.     Denn  wenn  bb  die  nTit  in  dem 
Punkte   e,   also   (§  39)   die  pq  in  der  Entfernung 
ef  =  eb   schneidet,  so  ist 

Aabc  =  Aabf, 
also  auch 

Aabb  =  Aabf, 

wonach  b  in  f  fällt:  würde  nämlich  b6  die  mii 
nicht  sehneiden,  so  sei  c  der  Punkt,  wo  die  ab 
halbierende  Senkrechte  pq  schneidet,  und  gs  =  tjt, 
sodaß  st  die  Verlängerung  von  b6  in  einem  gewissen 
Punkte  f  schneidet  (daß  dies  möglich  ist,  erhellt  auf  ähnliche  Weise 
wie  in  §  4);  ferner  sei  sl  =  sa,  lo  ||  st  und  o  der  Schnittpunkt  von 
Ff  und  lo.     Dann  wäre  (§  39) 

AabI 


Fig.  20. 


also  auch 

(gegen  die  Voraussetzung). 


Aabo, 
Aabc>  Aabö 

§  41 


Gleiche  AAabc,  6ef  (Fig.  21,  S.  213)  haben  gleiche  A-snmnien. 
Denn  es  halbire  mn  sowohl  ac  als  auch  bc,  ebenso  pq  sowohl  6f 
als  auch  fe,  und  es  sei  rs  ||  mn  und  to  ||  pq.     Dann  ist  die  Ae  ag  auf 
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Fig.  21. 


rs  entweder  gleich  der  Len  Mj  auf  to,  oder  die  eine,  z.  B.  bl},  ist 
oTÖßer.  In  jedem  Falle  hat  Q^f  aus  dem  Mittelpunkt  a  mit  g,5  einen 
gewissen  Punkt  f  gemein, 
und  es  ist  (§  39)  ' 

Aabf  =  Aabc  =  Aöcf. 
Nun  ist  Aab!  (nach  §40) 
'jleichicinTdiy  dem  A  6fe, 
und  (nach  §  39)  dem  Aabc. 
Mithin  sind  auch  die  AA 
ahc,  öfe  gleichwinklig. 

In  S  läßt  sich  der 
Lehrsatz  auch  umkehren. 
Es  seien  nämlich  umgekehrt  die  A A  a  b  c,  ö  e  f  gegenseitig  gleichwinklig,  und 
Abal=  A6ef.  Dann  ist  (nach  dem  Vorhergehenden)  das  eine  dem  andern, 
also  auch  das  A  abr  dem  A  abl  gleichwinklig,  mithin  augenscheinlich 
bcI  +  bIc  +  cbI  =  2R. 

Aber  in  S  ist  (aus  §  31)  die    A-summe  jedes  A-s  <2R,  folglich  fällt 
1  in  c. 

§42 
Ist  die  Ergänzung  der  A -summe  des  A-s  ahc  (Fig.  22)  zu  2R 

u, 

die  des  A-s  6  e  f  aber 

^, 
so  ist 

Aahc  :  Abe\  =  u:v. 

Denn  wenn  ein  jedes  der  A-e  acQ,  Qci},  hjcb,  6ff,  !fc  =  j9  und 
Aabc  =  7)1}),     Abef  =  np 
ist  und  s  die    A-summe   eines  jeden  A-s,   das  =p  ist,   so  ist  offenbar 
2R  -  u  =  ms  -  (w  -  1)  R  =  2R  -  m (2R  -  5) 

u  =  »/(2R  - 

V  =  ni2R  —  s). 


und 

und  ebenso 

Mithin  ist 


Aabc:  Abef  =  m:n  =  n:v.  a 

Daß    sich    der   Satz   auf  den   Fall   der   In- 


9     f)     b  ^ 

Fig.  2-2. 


kommensurabiütät  der   A-e  abc,  öef  ausdehnen  läßt,   erhellt  leicht. 

Auf  dieselbe  Art  wird  bewiesen,  daß  sich  A-e  auf  der  Kugelfläche 
verhalten    wie   die   Üherschüsse  ihrer   A- summen  über  2R.     Sind  zwei 
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A  eines  sphärischen  A-s  Rechte,  so  ist  der  dritte  z  der  erwähnte  lieber-     1 
schuß;  dieses  A  ist  aber  (wenn  die  größte  Peripherie  p  heißt)  offenbar     \ 

^J_t          CR  32  VIV  f 

folglich  ist  jedes  A,  dessen   A -Überschuß  =^  ist,  j 

4  TT'  iL 

§43.  I 

Nunmehr  soll   die  Fläche  eines   geradlinigen  A-s   in  S  durch   die     i 

A -summe  ausgedrückt  werden.  I 

Wächst  ah  (Fig.  15,  S.  198)  ins  Unendliche,  so  ist  (§  42)  1 

Aabc  :  (R  —  tt  —  v)  | 

beständig.     Nun  ist  1 

tsahc^hacw        (§  32,  V.)  | 

und  5 

^-u  —  V'^z          (§1);  \ 

also  'j' 

bacn:5==Aabc:(R  —  w  —  !?)  =  bac'n':  z' .  I 

Ferner  ist  offenbar  \ 

böcn:b6'c'n'=  r:r'=  tang0:tang^'     (§30).  i 

Für  1/' '— ^  0  ist  aber 


bb'c'n'        . 
bac'n' 


und  ebenso 

tang  z'        ^  1 

z  ' 

folglich 

b6cn  :  bacn  =  tang z  :  z. 
Nun  war  (§  32j 

bbcn  =  vi  =  r  tang^; 
mithin  ist 

bacn  =  zi^. 

Wird  irgend  ein  A,  bei  dem  die  Ergänzung  der  A -summe  zu  2R 
z  ist,  in  Zukunft  kurz  A  genannt,  so  ist  demnach 

A  =  zi^. 
Hieraus  erhellt  leicht,  daß  wenn 

or  :|  am  und  roll|ab 

(Fig.  14,  S.  197)  ist,  die  von  or,  st,  bc  eingeschlossene  Flache  (die  offen- 
bar die  absolute  Grenze  der  Fläche  der  ohne  Ende  wachsenden  gerad- 
linigen Dreiecke,  also  von  A,  für  ^  ^-^  2R  ist) 

=  ni^=  Qi  va.  F 


( 

y4 

Ar 

a 

b 
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wird.     Bezeichnet  man  diese  Grenze  mit  C^  so  ist  ferner  ('§  30j 
-Trr2=  tang^r2  D  =  ©r  in  i^  (§  21) 
=  05  (nach  §  32,  VI), 

wenn  die  Sehne  b  c  (Fig.lö  )  5  heißt.  Wird  nunmehr  der  gegebene  Halbmesser  's 
f  ines  Kreises  in  der  Ebene  (oder  der  Z-förmige  Halbmesser  eines  Kreises 
in  F)  [_  halbiert,  darauf  (nach  §  34)  hb  =^  rn  konstruiert,  das  Lot  ca 
auf  bb  gefällt  und  auf  ca  die  Senkrechte  cm  errichtet,  so  ergibt  sich  ^; 
lüeraus  läßt  sich  (nach  §  37)  tang^^,  nachdem  ein  Z-förmiger  Halbmesser 
nach  Belieben  als  Einheit  angenommen  worden  ist,  durch  zwei  (jlekli- 
fönnige  Linien  derselben  Krümmung  geometrisch  hestimmen  (die,  wenn 
allein  ihre  Endpunkte  gegeben  sind,  nach  Konstruktion  der  Axen  ofFen- 
i)ar  wieGerade  mit  einander  cremessen  und  in  dieser  Beziehung 
als  gleichwertig  mit  Geraden  angesehen  werden  können). 

Ferner  wird   (Fig.  23)   ein  Viereck,    z.  B.   ein  regel- 
mäßiges. =  [~  wie  folgt  konstruirt.     Es  sei 

ahc  =  R,     hac  =  iR,     ach  =  4  R   und  hc  =  x-, 

.  ^      .  ,  _  Fig.  23. 

<lann  läßt  sich  X  (nach  §  31,  11)  durch  bloße  Quadrat- 
wurzeln ausdrücken  und  (nach  §  37)  konstruiren,  und  nachdem  man  X 
hat,  kann  (nach  §  38,  oder  auch  29  und  35)  x  selbst  bestimmt  werden. 
L'nd  es  ist  augenscheinlich  das  achtfache  A  abc  =  Z,  und  somit  der  ebene 
Kreis  von  Halbmesser  s  durch  eine  geradlinige  Figur  und  gleichförmige 
Linien  derselben  Art  (die  für  ihre  Vergleiclmng  unter  sich  Geraden  gleich- 
wertig sind)  geometrisch  quadriert,  die  F-förmige  Linie  hingegen  auf  die- 
selbe Weise  Jcomplaniert:  und  es  gilt  entweder  die  Wahrheit  des  XL  Axioms 
EuMids  oder  die  geometrische  Quadratur  des  Kreises,  obwohl  es  immer  noch 
unentschieden  geblieben  ist,  was  davon  in  Wirklichkeit  stattfindet. 

Jedesmal  dann,  wenn  tang  z-  entweder  eine  ganze  Zahl  oder  ein  ratio- 
naler Bruch  ist,  dessen  (auf  die  einfachste  Form  gebrachter)  Nenner  ent- 
iveder  eine  Primzahl  der  Form  2'"  -f  1  (wozu  auch  2  =  2°  -f  1  gehört)  oder 
ein  Produkt  aus  beliebig  vielen  Primzahlen  dieser  Form  ist,  wovon 
(mit  Ausnahme  der  2,  die  allein  beliebig  oft  auftreten  darf)  jede  nur 
einmal  als  Faktor  auftritt,  dann  ist  es  möglich  (und  auch  nur  für  solche 
Werte  von  z),  durch  die  Lehre  von  den  Vielecken  des  berühmten  Gauss 
(diese  herrlichste  Erfindung  unserer  oder  vielmehr  aller  Zeiten)  auch  eine 
geradlinige  Figur  aufzustellen,  die  gleich  tang^^C  =  0s  ist.  Denn  die 
Teilung  von  [I  erfordert  (da  sich  der  Lehrsatz  §  42  leicht  auf  beliebige 
Vielecke  ausdehnen  läßt)  augenscheinlich  die  Teilung  von  2R,  die  (wie 
sich  zeigen  läßt)  einzig  unter  der  genannten  Bedingung  geometrisch  aus- 
geführt werden  kann.  In  allen  solchen  FäUen  führt  jedoch  das  Vorher- 
gehende leicht   zum  Ziele.     Und   es  kann  jede  geradlinige  Figur  geo- 
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metrisch  in  ein  regelmäßiges  Vieleck  von  n  Seiten  verwandelt  werden^ 
wenn  nur  n  unter  die  GAUSSsche   Form  fällt. 

Es  bliebe  endlich  übrig  (um  den  Gegenstand  völlig  zu  erschöpfen), 
den  Beweis  dafür  zu  geben,  daß  es  unmöglich  ist  (ohne  irgend  eine  An- 
nahme) zu  entscheiden,  ob  2J  oder  irgend  ein  (und  welches)  S  stattfindet: 
dies  mag  jedoch  einer  geeigneteren  Gelegenheit  vorbehalten  bleiben. 

Wolfgang  Bolvais  Znsatz  zum  Appendix.^) 

Endlich  sei  es  erlaubt,  als  Abschluß  dem  Tentamen  [etwas]  hin- 
zuzufügen, ivas  Eigentum  des  Verfassers  der  Appendix  ist-,  der  freilich 
verzeihen  möge,  wenn  ich  etwas  nicht  mit  seinem  Scharfsinn  in  Angriff' 
genommen  habe. 

Die  Sache  besteht  kurz  gesagt  in  Folgendem:  die  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie,  die  in  dem  genannten  Appendix  unabhängig 
vom  XL  Euklidischen  Axiom  bewiesen  werden,  stimmen  überein  mit  den 
Fortnein  der  ebenen  Trigonometrie,  wenn  (auf  eine  sogleich  zu  nennende 
Art)  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  als  reell,  die  des  geradlinigen 
aber  als  imaginär  angesehen  iverden]  sodaß  die  Ebene  in  Beziehung 
auf  die  trigonometrischen  Formeln  als  eine  imaginäre  Kugel  betrachtet 
werden  kann,  wenn  als  reelle  Kugel  diejenige  angenommen  wird,  in  der 
sin  R  =  1  ist. 

Für  den  Fall,  daß  das  Euklidische  Axiom  nicht  wahr  ist,  wird  be- 
wiesen (Appendix  §  30),  daß  es  ein  gewisses  /  gibt,  für  das  das  dort 
genannte  I  =  e  (der  Basis  der  natürlichen  Logarithmen)  ist,  und  für 
diesen  Fall  werden  auch  die  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  be- 
wiesen (ebenda  §  31),  und  zwar  so,  daß  (nach  §  32,  hinter  VII,  eben- 
da) die  Formeln  auch  für  den  Fall  der  Wahrheit  des  genannten  Axioms 
gelten,  wenn  nämlich  unter  der  Annahme,  daß  i  '-^  cx),  die  Grenzwerte 
genommen  werden;  denn  das  Euklidische  System  ist  gewissermaßen 
die  Grenze  des  nichteuklidischen  Systems  (für  i  '— ^  oc).  Es  werde,  für 
den  Fall,  daß  i  existiert,  die  Einheit  =  i  gesetzt,  und  es  sollen  die  Be- 
griffe Sinus  und  Cosinus  auch  auf  imaginäre  Bogen  ausgedehnt  werden, 
sodaß  —  es  möge  p  einen  reellen  oder  imaginären  Bogen  bedeuten  — 

der  Cosinus  von  p  und 

^„4^(eP>^-l_e-pV-l) 

2  Y—  1 
der  Sinus  von  p  heißt. 


1)  [Tentamen,  ed.  prima,  T.  II,  Mar08  Väsärhelyini  1833,  S.  380—383,  ed.  se- 
cunda,  T.  11,  Budapestini  1904,  S.  395— 398.J 
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Daher  ist  für  ein  reelles  q 

^_=(e'—  e-'i)  =       ^.    (e-iy-^V~^—  e'iy~^V-^) 
2  V—  1  '2 1/—  1  ^ 

=  sia  (—  q  ]/—  i)  =  —  sin  g  ]/—  1. 
Ebenso 

=  cos  (—  g  Y—  l)  =  cos  q  Y—  1 ; 

wenn  nämlich  auch  bei  dem  imaginären  Kreise  der  Sinus  eines  neo-a- 
tiven  Bogens  dem  Sinus  desselben  positiven  ßogens  sonst  gleich  ist, 
außer  daß  er  negativ  ist,  und  der  Cosinus  eines  negativen  und  positiven 
Bogens  (wenn  diese  sonst  gleich  sind)  derselbe  ist. 

In  dem  genannten  Appendix  §25  wird  unbedingt  bewiesen,  das  heißt 
unabhängig  von  dem  genannten  Axiom,  daß  sich  in  jedem  geradlinigen 
A  die  Sinus  der  WinleJ  verhalten  ivie  die  Umfange  mit  Halbmessern, 
die  den  gegenüherliegenden  Seiten  gleich  sind,  und  es  Avird  ferner  be- 
wiesen, daß  für  den  Fall  der  Existenz  von  i  der  Umfang  mit  dem 
Halbmessers  y  gleich 

7ci\e''—e    '/ 
ist,  was  für  «  =  1 

n{ey—e-y) 
wird. 

Daher   ist   (§31    ebenda)   für   ein    geradliniges,   rechtwinkliges    A 

für  das  die  Katheten  a  und  h,  die  Hypotenuse  c  und  die  den  Seiten  a,  b,  c 

gegenüberliegenden   Winkel  a,  ß,  %  sind  (für  i  =  1) 

in  I. 

1  :  sin  «  =  :n:  (e-  —  e'")  :%  (e*  —  e" "), 

a  =  ^--r-  (e'—e-'):  — ^L: :  (e«  —  e" '^). 

2  Y—  -l  2  )/—  1 

sin  ß  =  —  sin  c  Y —  1  '■  ~  sin  a  Y —  1- 

1  :  sin  «  =  sin  c  ]/—  1  :  sin  a  ]/—  1. 
cos  a  :  sin  ß  =  co^  a  ]/ —  1  :  1. 

cos  c  Y —  1  =  cos  a  Y —  1  ■  cos  b  Y —  1- 

Diese  Formeln  sowie  alle  daraus  hervorgehenden  Formeln  der  ebenen 
Trigonometrie  stimmen  genau  überein  mit  den  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie,  nur  daß,  wenn  zum  Beispiel  auch  die  Katheten  und  die 
ihnen  gegenüberliegenden  Winkel  und  die  Hypotenuse  eines  reehtwink- 


also 

l:si 

Hieraus  folgt 

1 

Und 

daher 

wird 

In  IL 

wird 

In  HL 

wird 
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ligen  sphärischen  A-s  dieselben  Namen  erhalten,  die  Seiten  des  geraJ-    ' 

linigen  A-s  durch  ]/—  1  vxi  dividieren  sind,  damit  die  Formeln  an  Stelle    ; 

der  sphärischen  hervorgehen. 

Nämlich  aus  I.   wird 

1  ;  sin  a  =  sine  :  sin  a. 

aus  IL  wird  <_, 

1  :  cos  a  =  sin  /3  :  cos  a,  ik 

aus  III.  wird  'S 

cos  c  =  cos  a  ■  cos  h.  ü 

Da  es  erlaubt  ist,  das  Übrige  sich  zu  ersparen  und  ich  erfahren  ' 
habe,  daß  den  Leser  die  Weglassung  der  Herleitung  i  Appendix  §  32  i 
hinter  VII)  stört  und  hindert,  so  wird  es  angebracht  sein  zu  zeigen,  | 
wie  zum  Beispiel  aus  ■ 

c  c_  /  ±  _^\  f  iL  _^\  ? 

folgt  i 

(der  Pythagoräische  Lehrsatz  für  das  Euklidische  System);  wahrschein-  1 

lieh  hat  ihn  auch  der  Verfasser  ebenso  hergeleitet,  und  auch  das  Übrige  i 

folfft  auf  dieselbe  Weise.  i 

Es  ist  nämlich,  wenn  die  Potenzen  von  e  durch  Reihen  ausgedrückt  j 

werden:  j 

e'  =  1  +  A  4-  —  4-     '^ L      f         ■ 


i     '    2i^    '    2 -SP    '    2 -3  •4/* 


k 


also 


1  -  ^  +  ''^ 


2-3i»  ~  2. 

k' 
3-4i* 

r-       k^ 

4-  .  . 

'  i*^  3 -41 

4  i^ 

^-*4-M 

=  2  + 

(wenn  die  Summe  aller  Glieder  hinter  '.„  mit    .,  bezeichnet  wird),  und  es 

ist  n  ^^^  0,  wenn  i  • — ^  oo.     Denn  es  mögen  alle  Glieder  hinter  \  mit   /- 

k* 
multipliziert    werden;   das    erste   Glied    ist   r^T^'   ^"^^^  jeder    Exponent 

[d.  h.  der  Quotient  jedes  Gliedes  und  des  vorhergehenden  Gliedes]  <  '., , 

und  es  wäre,  auch  wenn  der  Exponent  überall  derselbe  bliebe,  die  Summe 

k*     ^  /.  _  r\  _  A* 

3  •  4 i-  ■  \  iV  "~  3  •  4  (f*  —  k'-) ' 

was  offenbar  '— ^  0,  wenn  i  '-^  oo. 


('»  +  6  _a  +  6  a  —  h  a  —  b\ 
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Und  aus 

(^-{-  e 
Iblgt  (wenn  lo,  v,  a  nach  dem   Vorbild  von  u  genommen  werden) 

2  4-  ''- +  "  =  1  4-  ("  +  ^)'+  ^  -^  1    ,    («  -  ^)'+  ^ 

Lnd  hieraus 

r-'  =  |-(a-  +  2afe  +  ?/  +  a^  -  2a?/  +  h-  -]-  v  +  l  -  '2co), 
(lies  ist  aber 

Anmerkung.  Der  Halbmesser  jener  Kugel,  bei  der  der  Sinus  totus 
1  =  /  wird,  ist  gleich  der  Ordinate  y  der  Z-förmigen  Linie,  die  dem 
i  =  1  entspricht  und  L  '/.vl  einer  Axe  von  dem  einen  Ende  zum  andern 
gezogen  ist.  Es  gilt  nämlich  in  der  F  genannten  Flache  (Appendix  §  21) 
die  ganze  Euklidische  Geometrie,  ivohei  L- Linien  an  die  Stelle  der  Ge- 
raden treten,  und  für  einen  Z-förmigen  Halbmesser  =  1,  der  der  Sinus 
totus  in  F  sein  wird,  ist  der  Halbmesser  desselben  Umfangs  in  der 
Ebene  das  vorher  genannte  y^  dies  läßt  sich  leicht  auf  die  imaginäre 
Kugel  anwenden,  auf  welche  die  Ebeoe  (in  dem  antieuklidischen  System) 
zumckgeführt  wird. 


JOHAM  BOLYAI 

ABHANDLUNG  ÜBER  IMAGINÄRE  GRÖSSEN 

(1837) 


i 
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,,Xur  reife  Früchte  darf  man  pflücken." 

Antwort  auf  die  Frage  nach  der  Untersuclmng  des  Zweifels,  ob 
und  unter  welchen  Bedingungen  die  gewöhnlicli  für  imaginär  gehaltenen 
Größen,  wenn  sie  in  der  Geometrie  aultreten,  konstruiert  werden  können 
oder  nicht,  gestellt  im  Jahre  1837  von  der  berühmten  Jablonowskischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig. 

§  1 
Da  es  sich  bei  der  gegenwärtigen  Frage  nur  um  die  Konstruktion 
der  von  den  Geometern  benutzten  imaginären  Größen  handelt,  so  leisten 
wir  mehr  als  verlangt  wird,  wenn  wir 

1.  die  Beschaffenheit  (nicht  nur  der  imaginären,  sondern  auch) 
jeder  Art  von  Größen,  die  in  der  Rechnung  auftreten  und  die  Gegen- 
stand der  Forschung  sein  können,  oder  besser  die  Art,  wie  Größen  den 
Rechnungsoperationen  unterworfen  werden  können,  (in  aller  Kürze) 
aufzeigen  (während  wir  uns  die  vollständige  Darlegung  dieses  Gegen- 
standes, die  hier  weder  erwartet  wird  noch  wegen  der  erforderlichen 
Kürze  geleistet  werden  kann,  für  ein  System  der  ganzen  Wissenschaft 
aufsparen); 

2.  erklären,  was  unter  Konstniktion  von  Größen,  wenigstens  bei 
dieser  Gelegenheit,  zu  verstehen  ist; 

3.  endlich  entscheiden,  ob  imaginäre  Größen  konstruiert  werden 
können  oder  nicht? 

§  2 
Irgend  eine  Größe  ist  an  und  für  sich  weder  reell  und  positiv, 
noch  hat  die  Existenz  von  Dingen  { insofern,  oh  ettvas  überhaupt  oder  in 
beliebiger  Größe  entweder  existiert  oder  nicJd  existiert}^)  verscbiedene 
Grade  und  Abstufungen;  vielmehr  lassen  sich  lediglich  gleiche  Dinge 
durch  den  Ort  oder  durch  die  Zeit  oder  durch  irgend  ivelche  andere  Be- 
dingungen (die  sich  sehr  leicht  in  ungeheuerer  Menge  ausdenken  lassen) 
und  sogar  dasselbe  Ding  in  verschiedener  Hinsicld  oder  auf  verschiedene 
Dinge  bezogen  (mag  es  in  Bezug  auf  diese  Dinge  gleiche  Namen  er- 
balten  oder  nicht)  unterscheiden.     Zum  Beispiel  ist  nach  den  gewölin- 


1)  [Zusätze,  die  Johann  Bolyai  später,  wahrscheinlich  nach  1850,  gemacht  liat, 
sind  durch  Klammern  {  }  bezeichnet  worden.] 
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liehen  Begriffen  sec  {x  +  27t)  (wo  7t  den  Quadranten  für  den  Halbmesser 
1  bezeichnet,  was  freilich  ungebräuchlich  ist)  eine  mit  secx  identische 
Strecke;  sie  läßt  sich  jedoch  sehr  wohl,  als  sec  x  angesehen,  von  sich 
selbst,  als  sec  {x  +  27t)  angesehen,  unterscheiden,  sodaß  die  Sekante, 
wenn  der  Endpunkt  des  Bogens  auf  der  Sekante  liegt,  nicht  unpassend 
zum  Beispiel  positiv  genannt  wird,  während  diese  im  entgegengesetzten 
Falle  als  negativ  angesehen  wird.  GleicJie  Dinge  können  mit  verschiedenen 
Eigenschaften  ausgestattet  sein.  {  Und  auf  ähnliche  Art  Jcann  ein  und  die- 
selbe Person  gleichseitig  und  auf  einmal  soivohl  Vater  als  auch  Sohn  sein 
in  Bezug  auf  verschiedene  Personen.  ]  Endlich  sind  offenbar  die  In- 
begriffe a  und  P;  a  und  ^;  a  und  R  usw.  alle  verschieden,  wenn  nur 
P,   Q,  P,  .  .  .  Verschiedenes  bedeuten. 

§  3 

Um  den  Gegenstand  in  höchster  Allgeraeinheit  zu  umfassen  (weil 
wir  über  eine  bis  jetzt  so  dunkle  Frage  alles  wünschenswerte  Licht  ver- 
breiten wollen),  sei  1  eine  gewisse  (endliche)  Größe,  zum  Beispiel  eine 
Zeitdauer;  a,  h,  c,  .  .  .  seien  irgend  welche  dem  1  gleichartige  Größen. 
Man  nehme  die  vier  Charaktere 

(und  zwar  lediglich  deshalb  nicht  mehr  oder  weniger,  weil,  wie  sich 
deutlich  genug  herausstellen  wird,  das  Ziel  der  Untersuchung  gerade 
4  erfordert);  diese  Charaktere  können  entweder  auch  Zeichen  von  Dingen 
sein,  die  von  den  behandelten  Größen  verschieden  sind,  oder  jeder 
weiteren  Bedeutung  entbehren  und  sich  als  substantielle  Dinge  ansehen 
lassen.     Jedes  der  Zeichen 

Hplj    I ll^     ^1;     i-9h1 

bedeute  eine  gewisse  willkürliche  Größe  irgend  einer  Art,  zum  Beispiel 
eine  Zeitdauer,  eine  Gerade,  ein  Stück  einer  Schraubenlinie  usw.,  sodaß 
alle  diese  4  Größen  auch  verschiedenartig  ausfallen  können.  Fenier  soll 
bei  dieser  Untersuchung  jeder  der  Buchstaben  P,  Q,  P,  S  irgend  einen 
der  Charaktere  h^,  i — i,  ^,  ^-^  bedeuten  und  Pa  nichts  anderes  be- 
zeichnen als  a  ■  PI  oder  das  Produkt  von  a  mit  PI  (was  PI  be- 
zeichnet, ist  schon  bekannt),  d.  h.  die  4te  geometrische  Proportionale 
zu  1,  PI,  a,  wobei  zu  beachten  ist,  daß  sich  dieselbe  Größe  a  mit 
verschiedenen  Charakteren  versehen  auf  Größen  bezieht,  die  durchaus 
auf  eine  gewisse  Art  (nach  §  2)  unterschieden  werden. 

Außerdem  wollen  wir  irgend  ein  Ding  anderer  Art,  z.  B.  0,  an- 
nehmen,  das   durchaus   substantiell  ist;    denn  von   Nichts  gibt   es   nur 


Imaginäre  Größen,  §  2 — 4  225- 

€inen  negativen  Begriff  uud  das  Nichts  zu  bezeiclineu  und  Operationen 
zu  unterwerfen  ist,  wie  die  nähere  Betrachtung  leicht  zeigt,  unsinnig. 
Man  darf  auch  nicht  deshalb  z.  B.  a  +  0  =  a  setzen,  weil  in  diesem 
Falle   zu  a  nichts  hinzuzufügen  ist,    denn   aus   diesem   Grunde   müßte 

notwendig  auch   ^  =  a  gesetzt  werden.     Eine  solche  genauere  Prüfung 

läßt  auf  der  Stelle  erkennen,  daß  auch  die  metaphysische  Behandlung  der 
Null  (0)  bis  jetzt  auf  einer  durchaus  falschen  Grundlage  beruht  hat. 

Im   übrigen   bezeichnet  PO   nichts   anderes  als  0,   und  man  nennt 
{sofern  wir  die  üblichen  Namen  beibehalten  wollen): 

>^  a,  a  positiv  genommen  oder  positiv; 

1 — I  rt,  a  negativ^ 

jedes   der   beiden   Zeichen  ^  a,  i — la:  ^  a,  ^^-^  a\  ^-p,  i — r^  h^^  (-«h 

das  entgegengesetzte  des  anderen; 
ferner  kann  man  nennen 

^  a,     I — I  a,  reell, 

^  a,  I-9H  a,  imaginär 
(und  sie  sind  in  der  Tat  imaginär,  sobald  nach  den  oben  festgestellten 
Begriffen  Diiige,  die  mit  den  Zeichen  i^  oder  i — i  behaftet  sind,  als  reell 
angesehen  werden  sollen;  und  es  ist  ein  ähnlicher  Widerspruch,  wenn 
■das  Negative  (das  von  dem  Positiven  bereits  genau  unterschieden  wurde) 
zugleich  als  positiv  betrachtet  werden  soll;  denn  ein  jedes  Ding  ist  nur 
das,  was  es  ist).  Endlich  werden  sowohl  die  reellen  Zeichen  ^-f^,  i — i  unter 
sich  als  auch  die  imaginären  ^,  hm  gleichartig  genannt,  ein  reelles  und 
ein  imaginäres  Zeichen  aber  verschiedenartig.  [Auch  kann  ^^  (sowohl 
<ils  ^-^)  eine  Nebengröße  (Stand)  von  ^^  a  (wie  auch  von  i — i  a)  heißen.  ] 

§  4 
Es  bezeichne  PaPb,  also  der  Inbegriff  der  beiden  Zeichen  Pa,  Pb, 
eine  Größe,  die  aus  a  und  b  besteht  und  mit  demselben  (gemeinsamen) 
Zeichen  P  versehen  ist,  oder,  was  auf  dasselbe  herauskommt,  eine  aus 
Pa,  Pb  zusammengesetzte  Größe.  Wenn  aber  Q  dem  P  entgegengesetzt 
ist  (§  3),  so  bedeute  PaQb  oder  QbPa  für  ungleiches  a,b  das,  wo- 
durch die  größere  von  den  Größen  a,  b  die  kleinere  übertrifft,  mit  dem 
Zeichen  der  größeren  genommen;  für  a  =  b  aber  den  Gegenstand  0  (§  3). 
Für  ungleichartige  (§  3)  P,  Q  aber,  bezeichne  PaQb  nichs  anderes, 
als  den  Inbegriff  der  Größen  Pa,  Qb.  Diese  Festsetzungen  gelten,  so- 
iai^ge  keines  der  beiden  a,b  0  ist;  ist  aber  eines  von  beiden  0,  so  be- 
deute PaQb  das  andere  mit  dem  vorgesetzten  Zeichen,  nämlich  PaQO 
=  Pa,POQb  =  Qb. 

P.  Stäckel:  Wolfg.ang  und  Johauu  Bolyai  IT.  lo 
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Da  sich  die  Benennung  Größe  auf  Inbegriffe,  die  aus  ungleichartigen  i 
Dingen   bestehen,   nicht   gut   anwenden   läßt,   so   kann  das,   was  durch 

einen  solchen  Ausdruck,  in  dem  P,  Q  ungleichartig  sind,  bezeichnet  wird,  ■ 

mit   einem   passenden   Worte  Stand  (status)    genannt  werden:   eine  Be-  i 

nennung,  die  in  unzählig  vielen  Fällen  gebraucht  wird  (z.  B.  Stand  eines  ] 

Thermometers  usw.)  und  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  in  die  Wissen-  ] 

Schaft   aufgenommen  wurde.    Der  Stand  heißt  gemischt,  wenn  weder  a  ' 

noch  &  =  0  ist,  rein,   wenn  entueder  a  oder  h   (und  sogar  auch  wenn  ; 

beide)  =  0  sind,  eine  Unterscheidung,  die  sich  häufig  genug  als  nütz-  | 

lieh   erweist.     Auf  diese  Art   ergibt   sich  leicht  der  allgemeine  Begriff  ; 

der  Summe.  j 

§  5 

Wir  nehmen  außerdem  noch  4  andere  Zeichen 
+  ,  -,  +,  -, 

und  es   bedeute  +  P  nichts  anderes  als  P  selbst,   —  P  das  Entgegen-  j 

gesetzte  von  P.     Ferner  sei  j 

-i-  i-4-i  =  >-f-' ,    -4-   hJ-i  =  I — 1      -4-  I — I  =  ►"©-*,    -4-  >-s-'  =  TT^i  r 

-e-  (-^   =   h-e-H       -4-   H-en  ==  i 1       -e-  i 1   =   t-in       -e-   nin   =  h-l-i  .  ,i 

Es   wird   sich  lohnen,   diese  Regeln   aus   der  folgenden   einzigen  Regel    i 

herzuleiten.  I 

I 

Man  bilde  die  Reihe  J 

TT'?    T>    '     '?    '"^  ■" 

und  wiederhole  sie  beliebig  oft  oder  (was  einfacher  ist)  stelle  jene  ' 
vier  Zeichen  so  in  die  Runde,  daß  das  letzte,  also  t-^,  sich  an  das  erste,  ; 
also  i-J-,  anschließt,  zum  Beispiel  auf  folgende  Art  . 


i  i         oder  auf  diese  Art        i^ 


■•••+-e-H 


Auf  gleiche  Art  ordne  man  f 

und  gebe  folgendes  Gesetz:  Wenn  P  das  m-te  Glied  in  der  ersten  Runde, 
P  aber  das  n-te  in  irgend  einer  dieser  Runden  (oder  in  sich  zurück- 
kehrenden Reihen)  ist  (wobei  man  mit  ^^  und  +  anfängt,  d.  h.  diesen 
den  Index  1  erteilt),  so  bedeute  PP  das  (w«  -f  n —  l)-te  Glied  in  der 
ersten  Reihe  oder  das  Glied,  dessen  Index  die  vierte  arithmetische  Pro- 
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portionale  zu  1,  m,  w  ist.  Auf  diese  Art  erlangen  wir  leicht  (incle)n  wir 
alle  Fälle  durchlaufen)  sogleich  16  Lehrsätze  für  ein  P,  das  irgend  einem 
Glied  aus  der  Reihe  +,  -^,  — ,  -«-  gleich  ist,  und  ebensoviele,  wenn  P 
irgend  ein  Glied  aus  der  Reihe  np,  ^,  i — i,  ^-«h  bedeutet.  Der  Kürze 
wegen  wollen  wir  nur  die  letzten  16  beifügen  und  zwar  in  zusammen- 
gezogener Form,  nämlich: 

Endlich  möge  P(Pa)  oder  pPa  bedeuten  (pP)a. 

§  6 
Weiter  bezeichne  1'  irgend  eine  beliebige  Größe  (die  der  1  gleichartig 
ist  oder  auch  nicht),  a'  aber  a  •  V,  und  es  mögen  alle  Fa'  (d.  h.  für 
alle  4  Werte  oder  Bedeutungen  von  P)  auf  ganz  ähnliche  Art  erklärt 
werden,  wie  in  §  3  Pa  erklärt  wurde.     Dies  festgesetzt  bedeute 

{Pa'Qb'){RcSd) 
die  Summe  (§  4) 

PRa'c  FSa'-d  QRV-c  QSV  ■  d, 

d.  h.  wenn  jedes  c,  d  mit  jedem  a,h'  (das  für  sich  auf  die  eigene  Ein- 
heit 1'  bezogen  ist)  multipliziert  und  das  Zeichen  jedes  Teilproduktes 
aus  den  Zeichen  der  Faktoren  nach  §  5  bestimmt  wird,  so  heißt  die 
Summe  aller  das  Frodiikt  von  Fa'  Qh'  mit  BcSd.  Bedeuten  z.  B.  a,h 
gleichartige  Größen  und  ebenso  c,  d  gleichartige,  so  findet  man 

/ac-\-bd    ,     bc — acl\  /      ,      n\  ,     j 

§  7 

Am  einfachsten  ist  es  zwar  (obwohl  es  nach  §  3  nicht  notwendig 
ist),  alle  H[h  a  usw.  als  dem  a  gleichartig  und  gleich  anzunehmen  und 
durch  den  Flaf^  zu  unterscheiden.  Werden  zum  Beispiel  4  Punkte 
ii,b,  c,  b  in  der  Zeit  angenommen  und  bezeichnet  a  einen  beliebigen 
Zeitraum,  so  können  »^  a  usw.  Zeiträume  bezeichnen,  die  dem  a  gleich 
sind  und  beziehungsweise  von  a,  b,  c,  b  an  beginnen.  Man  darf  je- 
doch auch  ohne  Nachteil  ^j^  a  usiv.  nicht  als  Größen,  sofidern  cds  reine 
Inbegriffe  von  a  und  den  vorgesetzten  Zeichen  ansehen,  und  diese  Zeichen 
sind  nur  eingeführt  worden,  um  anzuzeigen,  auf  welche  Art  die  Größen 
in  der  Rechnung  zu  hehandeln  sind. 

15* 
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§  8 

Es  wird  auch  nützlich  sein,  bei  dieser  Gelegenheit  die  gewöhnliche 
fehlerhafte  Auffassung  des  Logarithmus  zu  verbessern,  und  ebenso  die 
ihm    verwandten   Begriffe    auf   die    einzig    richtige   Art    zu   begründen. 

Wenn  ^(x)   den  Grenzwert   der  Reihe  (von  wohlbekannter  Form) 

T*  OC  V  ^  IT  V 

^  +  T  +  r72  +  1-27,   »^S^-  1 

be/:eichnet,  die  (wie  sich  beweisen  läßt)  für  jeden  Stand  von  x  kon-  ! 
vergiert,  so  nenne  ich  x  den  Logarithmus  von  i^  (x),  ip  {x)  aber  den  Stand,  '\ 
der  dem  x  als  Logarithmus  entspricht  oder  kürzer  den  Stand  des  Loga-  ] 
rithmus  x  und  bezeichne  diese  Beziehung  durch  - 

x  =  li^(x).  I 

Ferner  verstehe  ich  unter  a-  nichts  anderes  als  li^ihla)  und  nenne  jeden 
Wert  dieses  Ausdrucks  eine  dem  Exponenten  h  entsprechende  Potenz  von  a, 
a  aber  eine  dem  Exponenten  b  entsprechende  Wurzel  eines  jeden  a*. 

Dagegen  ist  die  allgemeine  Erklärung  des  Logarithmus,  die  sich 
auf  die  Basis  stützt  (was  sogar  bei  Lagrange  geschieht,  ja  bei  allen 
mir  bekannten  Schriftstellern)  nicht  richtig.  Und  wenn  b  der  Loga- 
rithmus von  c  in  Bezug  auf  die  Basis  a  genannt  wird,  sobald  a^  =  c 
ist,  so  erkennt  man  leicht,  daß  wenn  Lc  irgend  ein  Wert  von  Ic  ist 
und  La  irgend  ein  Wert  von  /a,  für  beliebige  ganze  Zahlen  m,  n  auch  ; 

ein  Logarithmus  von  c  in  Bezug  auf  die  Basis  a  ist,   weil  ja,  falls  in  j 

rt*=  i\}{bla) 
der  Wert  von 

la  =  La  -\-  4nx  * 

1 

eingesetzt  wird,  c  durchaus  einer  der  Werte  von  a*  ist.  Obwohl  es  nun  1 
eine  vernünftige  Aufgabe  ist,  alle  Werte  von  b  anzugeben,  für  die  ein  : 
gewisser  Wert  von  a''  dem  gegebenen  c  gleich  ist,  so  muß  doch  der: 
allgemeine  Begriff  des  Logarithmus  auf  die  folgende  ein  wenig  gründ- ', 
lichere  Art  erklärt  werden,  wenigstens  wenn  man  (um  andere  Unbe- : 
quemlichkeiten  zu  übergehen)  nicht  auch  den  negativen  und  imaginären 
Zahlen  reelle  Logarithmen  zuzuerteilen  beabsichtigt  (sonst  wäre  nämlich  \ 
z.  B.  wegen  ; 

IG^  =  +  2,  -  2,  -f  2,  -  2  ' 


*)  wobei  (nach  den  sogleich  zu  gebenden  Erklärungen)  «  den  kleinsten  Bogen 
bezeichnet,  dessen  sinus  =  1  ist.  ^ 
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offenbar  l  der  Logarithmus  in  Bezug  auf  die  Basis  16  einer  jeden 
dieser   4  Größen).     Es   möge  q  der  Logarithmus  von  rl^{pq)   in  Bezug 

auf  den  Modul  —  heißen   fman   könnte  auch  sagen,  in  BezAicr  auf  den 

Modul  p,  dies  ist  indessen  nicht  wesentlich);  auf  diese  Art  ist  der 
Logarithmus  in  Bezug  auf  den  Modul  1  derselbe  oder  identisch  mit 
dem,  was  wir  oben  (schlechthin)  Logarithmus  genannt  haben. 

Auf  dieselbe  Art  nenne  ich  die  Grenzwerte  der  (beständig  konver- 
genten) Reihen 


und 


XXX  xxxxx 


beziehungsweise  Cosinus  und  Sinus  von  x,  dieses  aber  den  Bogen  usw. 
(eine  Beziehung,  die  sich  auch  allgemeiner  auffassen  läßt). 

§9 
Da  hier  für  eine  ausführlichere  Auseinandersetzung  kein  Platz  ist, 
so  woUen  wir  schon  jetzt  zu  den  Anwendungen  der  Größenlehre  auf  die 
Raumlehre  übergehen.  Unter  ihnen  verdient  die  folgende  wegen  ihrer 
Prägnanz  und  ausgezeichneten  Eleganz  um  so  mehr  die  erste  Stelle, 
als  sie  schon  an  der  Schwelle  der  Geometrie  (freilich  nicht  der  üb- 
lichen) auftritt. 

In  dem  Anhange  des  ersten  Bandes  des  Werkes  mit  dem  Titel: 
Tentamen  juventuiem  studiosam  in  elementa  matheseos  purae,  elemen- 
faris  ac  suhlimioris ,  methodo  intuitiva,  evidentiaque  huic  propria,  intro- 
ducendi  [das  im  Jahre  1832  zu  Maros-V  erschienen  ist  werden  die 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  für  den  FaU  entwickelt,  daß  der 
Satz,  den  Euklid  (nach  dem  Urteil  aller  scharfsinnigeren  Geometer)  mit 
Unrecht  unter  der  Form  des  XL  Axioms  vorgebracht  hat,  falsch  wäre 
(nachdem  die  Raumlehre  unabhängig  von  dem  genannten  Axiom  be- 
gründet worden  ist).  Aus  diesen  Formeln  folgt  nun  leicht,  daß  die 
Gleichungen  gelten 

Sin  -f-  —  =  sm  a  •  sm  -f-  — , 

,     c  ,     a  ,     b 

cos    -j r   =    cos    -f"       •     •   <^0S    -j r  , 

in  denen  a,  b,  c  die  Katheten  und  die  Hypotenuse  bezeichnen,  u  den 
der  Kathete  a  gegenüberliegenden  Winkel  und  endlich  i  eine  gewisse 
ebendaselbst  erklärte  Strecke  (die  an  und  für  sich  bei  der  gegenwärtigen 
Annahme  bestimmt  ist).  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  fließen  bereits 
sämtliche  übrigen  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie. 
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i 
Die  Betrachtung  dieser  Gleichungen  läßt  aber  erkennen,  daß  die  ] 
ebenen  rechtwinkligen  Dreiecke  und  mithin  die  ganze  Ebene  und  die  i 
von  ihr  gleichweit  abstehenden  Flächen  (die  ich,  ebenfalls  zu  derselben  j 
Lehre  gelangend,  vor  vielen  Jahren  hypersphärisch  genannt  habe) 
durchaus  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  die  Kugelfläche  bei  der  Rech-  . 
nung  behandelt  werden  können,  und  zwar  so,  daß,  wenn  man  jene  \ 
Größe  r,  durch  die  die  Seiten  eines  auf  irgend  einer  überall  gleich-  ! 
förmigen  Fläche  befindlichen  rechtwinkligen  Dreiecks  zu  dividieren  . 
sind,  damit 


c  ah 

cos  —  =  cos  —  •  cos  — 

r  r  r 


\ 


gesetzt  werden  darf,  z.  B.  als  Farameter  dieser  Fläche  bezeichnet,  die  I 
Parameter  der  sphärischen  Flächen  reell,  die  Parameter  der  von  einer  j 
Ebene  gleich  weit  abstehenden  Flächen  imaginär  (d.  h.  tvirklich  existie-  j 
rende,  mit  den  Zeichen  i^,  i-e-f  behaftete  Größen)  werden  und  daß  der  ! 
Parameter  der  Ebene  ^-^  i  (und  ebenso  ^^  i)  wird. 

Allein  diese  Tatsache  läßt  sich  auch  anders  auffassen.    Man  könnte   | 
{nämlich,  freilich  weniger  natärlirJi,  passend,  richtig,  einfach,  elegant)  auch   ; 
die   Ebene    als   zu    dem   Parameter  i   gehörig   ansehen  und   die  gerad- 
linigen  Strechen,    die   in   der  Ebene   an   die   Stelle   der  größten  Kreise 
treten,  als  imaginäre  Bogen  in  Bezug  auf  den  Parameter  i  betrachten; 
allein  auf  diese  Art  entsprechen  (wie  sich  zeigen  läßt)  den  Parametern,  ^ 
die    Meiner   als   i    sind,    keine    solchen   gleichförmigen   Flächen,    deren  1 
Bogen,  zu  dem  soeben  erklärten  Zwecke,  für  imaginär  gehalten  werden   j 
könnten. 

Aus  der  ungeheuren  Menge  höchst  eleganter  Untersuchungen,  die    j 
diesen    hochwichtigen    Gegenstand    (nämlich    die    absolute,    von    dem    , 
XL  Axiom    unabhängige   Geometrie)    betreffen,    kann  hier  nicht  mehr 
angeführt  werden.    {  Und  ich  seihst  bin  gerade  durch  diese  Untersuchung,    ; 
tnit  dieser  Arbeit  beschäftigt,  ungefähr  vor  einem  Vierteljahrhundert  auf  die 
ivahre  Lehre  von  den  imaginären  Größen  verfallen,  gestoßen,  geführt  worden. }     : 


§  10 

Was  die  Konstruktion  der  Größen  in  der  Raumlehre  angeht,  so  ist 
sie  (in  dem  gegenwärtigen  Sinne,  der  im  Vorhergehenden  dargelegt 
wurde)  durchaus  und  geradezu  von  unserer  Willkür  abhängig,  sodaß 
sich  aufs  leichteste  unzählig  viele  Arten  ausdenken  lassen,  auf  die  zum 
Beispiel  eine  Gleichung 


-^ 


+ 
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i^wo  f  eine  Funktion  bedeutet)  oder  ihr  geometrischer  Ort,  die  allgemein 
irgend  welche  Stände  in  sich  schließt,  konstruiert  werden  kann  {^.  B. 
icas  am  einfachsten  ist:  ] 

In  Hinsicht   auf  diesen  Gegenstand    bemerke   ich 

nur,   daß   die   Überlegung,   mittels  deren  d'Alembert  

beweisen  will,  daß  bei  der  üblichen  Konstruktion  der 
Gleichungen  die  positiven  und  negativen  Werte  (der 
Ordinaten  und  Abszissen)  auf  die  entgegengesetzten 
Seiten  der  Koordinatenachsen  aufgetragen  werden  müssen,  kein  Ge- 
wicht hat  und  falsch  ist,  da  hierin  an  und  für  sich  keinerlei  Gebun- 
denheit statt  hat. 

§11 
Wenn   man   die  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  gehörig  er- 
wägt, wird  man  nicht  den  mindesten  Zweifel  daran  haben, 

1.  daß  einzig  und  allein  Dinge  und  sogar  nur  ivirJdich  existierende 
Größen  (mögen  sie  materiell,  d.  h.  Teile  der  körperlichen  oder  äußeren 
Welt  sein  oder  doch  denkbar  und  möglich)  Gegenstände  der  [gesunden] 
Forschung  sein  können-, 

2.  daß  es  ganz  von  selbst  feststeht  und  sich  ergibt,  daß  alle  in 
der  Raumlehre  {und  irgendwo  anders)  auftretenden  Größen  durchaus 
in   der  Anschauung  aufgezeigt  und   [oder]   konstruiert  werden  können. 

Anmerkung.  Wird,  wie  es  erlaubt  ist,  ^^  1  =  1  gesetzt,  so  ist 
folglich  sowohl  -{-  1  ■  -j-  1  als  auch  -«-  1  •  -e-  1  =  —  1  oder  sowohl  -\-  1 
als  auch  -&-  1  ein  Wert  des  Ausdrucks  ]/ —  1 ,  und  4"  1 5  ~^  1  geben 
auch  alle  Werte  von  ]/^  1,  tvenigstens  ivenn  die  Erklärungen  so,  wie 
es  oben  geschehen  ist,  gefaßt  werden.  Denn  nichts  hindert,  auch  flfl 
=  f'l-f'l=f"  l-f"l  usw.  =  —  1  zu  setzen.  Allein  andere  Erklärungen, 
als  die  oben  gegebenen  anzunehmen,  wäre  nicht  nur  [überflüssig  —  da 
sich  durch  die  4  angenommenen  alle  ührigen  Arten  ausdrüeJcen  lassen, 
und  außerdem  diese  4  dazu  ausreichen,  um  jede  Art  von  Größen  aus- 
zudrücken —  und]  unnütz,  sondern  es  würde  dudurch  auch  die  herr- 
liche Eleganz  der  Wissenschaft  geschädigt,  und  ausgelöscht  werden.  Man 
vgl.  auch  S.  18  der  Demonstratio  nova  von  Gauss,  1799^). 

Endlich  bemerke  ich,  daß  sich  in  die  Lehre  von  den  imaginären 
Größen,  die  in  dem  in  §  9  angeführten  Buche  gegeben  wird,  außer 
gewissen  anderen  Irrtümern  auch  der  folgende  eingeschlichen  hat.  In 
dem  zweiten  Bande  S.  362^)  und  dem  ersten  Bande  S.  LVP)  ist  die  Er- 


1)  [C.  F.  Gauss,  Werke,  Bd.  3,  S.  14.] 

2)  [W.  BoLYAi,  Tentamen,  ed.  secunda,  T.  I,  Budapestini  1897,  S.  528.] 

3)  [W.  BoLYAi,  Tentamen,  ed.  secunda,  T.  1,  Budapestini  1897,  S.  540.] 
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klärung  der  Proportion  falsch  ausgedrückt,   wenigstens  wenn  man  die 
üblichen  Eigenschaften  der  wohlbekannten  Proportion  beibehalten  will.     \ 
Nach  jener  Erklärung  wäre  nämlich  in  unseren  Zeichen  4 

±  l:-f  1  =  -f  1:±  1  I 

'"i 

und  wenn   alle  Glieder  mit  demselben  gemischten  Stande  {%  4)  a  -{-  h     i 
multipliziert  werden,  so  ergäbe  sich  die  Proportion 

(a  -f  &) :  (-  &  -h  a)  =  (-  &  -f  a) :  (a  -f  6), 

was  aber  nach   den  Regeln  desselben  Verfassers   keine  Proportion  ist.     ! 
Beides  widerspricht  sich.    {Daß  die  letzte  Gleichung  nach  demselben  Ver- 
fasser Iceine  Propotiion  ist,  erhellt  auch  daraus,  daß  diese  für  &  ^-^  0 : 

'■^^  {a:-\- a  = -{- a:a)'^)  4 

und  das  ist  erst  recht  keine  Proportion. }  1 

Auch  die  die  imaginären  Größen  betreifenden  Begriffe,  die  der  be-     J 
rühmte  Gattss  in  den  Gott.  Gel.Änz.  [1831]  S.  632  bis  638  gegeben  hat^)     j 
kann   ich   (unbeschadet   der  Hochachtung,   die  dem   großen  Manne  ge- 
schuldet wird)  nicht  für  befriedigend  halten.     Denn 

1.  obwohl  es  ganz  und  gar  unmöglich  ist.  Größeres  von  Kleinerem;    « 
tind   irgend  etwas  von  Nidl  wegzunehmen,   tvas  darin  nicht  vorhanden     j 
ist,  und  Größen,  deren  Quadrat  negativ  ist,  wenn  keine  anderen  Arten      ' 
von   Größen,  als  die  positiven  und  negativen  zugelassen  werden,  offen- 
bar nicht  existieren  Jwnnen  (da  ihr  Begriff  offenbar  einen  Widerspruch 

in  sich  schließt),  so  ergibt  sich  doch  aus  den  oben  vollkommen  sicher 
begründeten  Begriffen,   daß   zum  Beispiel   auch  eine  negative  und  eine      i 
imaginäre  Anzahl  von  Menschen  sehr  wohl  als   eine  wirklich   existie- 
rende  angegeben  werden  kann;  daher  stimmt  das  S.  634  Gesagte^)  mit 
der  wahren  Metaphysik  des  Gegenstandes  nicht  überein. 

2.  Was  dort  unter  Belationen  verstanden  wird,  läßt  sich  nicht  \ 
zur  Anschauung  bringen.  Indessen  scheint  der  mit  der  größten  Sorg-  ; 
falt  und  Klarheit  dargestellte  Sinn  der  ganzen  Untersuchung  im  Fol-  ; 
genden  zu  bestehen  (wenigstens  tritt  er  auf  diese  Weise  deutlicher  ( 
hervor).  Wenn  die  Ebene  in  gleiche  Quadrate  geteilt  wird  oder  all- 
gemeiner, ohne  jede  Teilung,  wenn  ein  Punkt  auf  einer  Geraden  be-  ; 
wegt  wird,  so  möge  sein  Weg  positiv  (oder  direkt)  oder  negativ  (oder  ' 
invers)  heißen,  je  nachdem  die  Bewegung  nach  vorn  oder  nach  hinten  \ 
geschieht;  wenn  er  aber  nach  einer  auf  der  ersten  Geraden  senkrechten  j 
Geraden  abweicht   (von  wo   er   sich  später  wiederum  in  gleichem  Ab- 


1)  [Das  Zeichen  /-^  bedeutet:  strebt  zur  Grenze  (limes)]. 

2)  [C.  F.  Gauss.  Werke,  Bd.  2,  S.  174—178.] 

3)  [C.  F.  Gauss,  Werke,  Bd.  2,  S.  175.] 
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Stande  mit  der  Richtung  der  ersten  bewegen  kann),  so  möge  der  Weg 
als  imaginär  (oder  lateral)  gelten,  wovon  es  ebenfalls  zwei  Arten  gibt. 
Denn  es  ist  nicht  einzusehen,  wie  auf  andere  Art  negative  Relationen. 
(wie  es  dort  heißt)  durch  positive  an  und  für  sich  schon  hestimmt  sind. 
Außerdem  habe  ich  auch  gegen  diese  Auseinandersetzung  Folgendem 
einzuwenden: 

1.  Die  Begriffe  von  Bechts,  Links,  Oben,  Unten  usw.  werden  nicht 
erklärt;  sie  sind  relativ  und  müssen  und  können  als  nicht  geometrisch 
hier  vermieden  werden; 

2.  Man  begreift  nicht,  wie  man  zu  dem  Schlüsse  gelangt  [und  in 
welchem  Sinne],  daß  -|-  i  (wie  auch  —  i)  die  mittlere  Proportionale 
zivischen  +  1  und  —  1  ist,  um  so  mehr  als  vorher  die  Proportion  nicht 
allgemein  erklärt  worden  ist  und  auch  Rhomben  statt  der  Quadrate  ge- 
nommen werden  können; 

3.  Die  vorliegende  Auseinandersetzung  stützt  sich  auf  die  Wahr- 
heit des  XI.  Axioms,  die  zweifelhaft  ist,  und  auf  die  Betrachtung  de» 
Raumes,  die  man  in  der  Arithmetik  vermeiden  soll;  dem  ersten  tJbel- 
stande  läßt  sich  freilich  leicht  dadurch  abhelfen,  daß  (um  es  kurz  zu 
sagen)  eine  Kugelfläche  von  unendlichem  Halbmesser  genommen  wird,, 
die  parasphärische  Fläche  genannt  werden  darf; 

4.  (Um  Stellen  von  geringerer  Wichtigkeit  zu  übergehen)  kann, 
ich  dem  Satze  nicht  zustimmen,  daß  andere  Arten  von  Größen  in  der 
Zahlenlehre  nicht  zugelassen  werden  dürfen]  denn  oben  wird  deutlich 
genug  gezeigt,  daß  man  (nach  Willkür)  beliebig  viele  Arten  einführen 
darf,  aber  freilich  nicht  einzuführen  braucht^ 

5.  Endlich  ist  diese  Betrachtungsweise  des  Gegenstandes  überaus  en^ 
und  beschränkt. 


JOHANN  BOLYAI 

RAUMLEHRE  (1855) 


Raum -Lehre  oder  Geometrie 

uiiabhängig  von  -der,  hierin  erwiesener  Maaßen  durch  endliehe  ver- 
nünftige Wesen  a  priori  nie  entschieden  werden  könnenden,  somit  nur 
Oott  bewußten  und  auch  selbst  dem  Allwissenden  nur  durch  unmittel- 
bare Anschauung  offenbaren,  Wahr-  oder  Falschheit  des  berüchtigten 
11.  EuKLiD'schen  Axioms;  worin  auch  die  geometrische  Erzeugungsart 
von  ebenen  Flächen  und  geraden  Linien  angegeben,  und,  für  den  Fall 
einer  Unwahrheit  besagten  Grundsatzes,  die  geometrische  Quadratur  des 
Kreises  bewirkt  wird.  Nebst  einem  Anhange  enthaltend  ebenfalls  neue, 
vollkommen  klare  Begriffe  und  Construction  der  gemeiniglich,  obwohl 
unschicklich  sogenannten,  eingebildeten  oder  unmöglichen  (?)  Größen: 
wie   auch   derlei  Grund-Lehren   der  Kreis -Functionen,  unabhängig  von 

aller  Raumbetrachtung 

Von 

Johauu  Bolyai  vou  Bolya, 

des  k.  k.  österreichschen  Ingenieurs-Corps  Hauptmann  in  Pension 

2.  Klasse 

Maros  Vasarhely 


t 


Erster  Tlieil:  Grundlageii 

§1 

Ein  Punkt  heißt  nur  jeder  tlieülose  oder  einfache  d.  i.  solclier  Oti, 
der  nur  sich   seihst  enthält,  oder  welcher  nur  selbst  in  sich  selbst  ist. 

§2 
Es  gibt  einen  Punkt  und  einen  anderen  Punkt. 

§3 

Den  Dingen  Zt,  B  gemein  heißt  nur  jeder  Theil  von  2t,  welcher  zu- 
gleich von  B  ein  Theil  ist. 

§4  i 

21  *  B   bedeute   nur  2(  und  B  oder  den  Inbegriff,   den  Verein  der  ' 

Dinge  2(  und  B,  wenn  21  ausser  B  ist;  2(  *  B  +  (£  aber  bedeute  21 +  B  j 

und  (£.  ] 

§5  . 

2t  ^  B  bedeute  das  Ding  21  sei  ebenso  wie  B  oder  gleich  B. 

'k 

§6  ^ 

21  *  B  *  C. .  .  =  21'  *  B'  *  (£' .  .  .  bedeute,  daß  21  *  B  *  (£  .  .  .  dem  i 
2l'*B'*(£'.  .  .  dergestalt  =  sei,  dabei  21  dem  2t',  B  dem  B',  d  dem  i 
C  usw.  entspreche. 

§7 

21  hat  in  Ansehung  oder  zu  oder  gegen  B  eine  solche  Lage  oder  | 

2t    ist    zu    B    so    geörtert    als    2t'    zu    B',    bedeute    nur,    daß    2t  *  B  \ 

^  2t'*  B'  sei.  i 

§8          ■  j 

2t  t=4  B  bedeute,  daß  21  identisch  sei  mit  B.  I 

I 

§9  : 

Qabc  bezeichne  den  Bing  um  a*h  durch  oder  von  c,  d,  h.  (<Z^e  j 
Punkte,  nämlich  den  Verein  aller  Punkte,  deren  jeder  zu  a*b  so  wie  j 
c  liegt  oder  für  deren  jedes  ö,  a*b*6  =  a*b*c  ist.  | 
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§  10 

aabh  bedeute  die  Gerade  durch  die  Punkte  a  *  b,  nämlich  a  *  b 
und  alle  Punkte,  deren  jeder  allein  seine  Lage  zu  a  +  b  hat,  oder  deren 
jeder  allein  zu  a  *  b  liegt,  wie  er  liegt,  oder  alle  Punkte  c,  wobei 
sobald  a*b*b^a*b*c  ist,  ö  m=i  c  sein  muß,  oder  wobei  Qabc  nur 
der  Punkt  c  wäre. 

§11 

Ist  a  ein,  b  ein  anderer  Punkt,  so  gibt  es  einen  Punkt  c  außer 
aabb  und  der  Ring  Cai'<'  eines  jeden  solchen  Punktes  um  a*b  ist 
eine  einfache,  (jleichförmige,  geschlossene  Linie. 

§12 

Ist  c  außer  aabb,  so  hat  jeder  Punkt  5  aUein  seine  Lage  zu 
a  *  b  *  c  oder  es  ist  a*b  *  c  und  nur  ö^a^b*c*6:  aber  es  giebt  für 
jeden  Punkt  b  einen  und  nur  einen,  also  durch  a*b  *  c  *  b  bestimmten 
Punkt  e,  welcher  in  Ansehung  a  *  b  *  c  mit  b  symmetrisch  liegt  oder 
dem  b  entgegensteht,  oder  wo  a*b*c*e  das  Umgekehrte  von  a*b  *c*b 
ist,  oder  welcher  das  JBild  von  b  für  oder  in  a  *b  *  c  ist;  a  ^  b  *  c  *  z 
-^a'*b*c*b  bedeute,  daß  e  das  Bild  von  b  ist  für  a  *b  *  c. 

Das  Bild  eines  jeden  Punktes  b  für  a*b*c  ist  offenbar  in  Qabb, 
wie  auch  in  Qacb,  O^^^,  also  diesen  Ringen  gemein,  falls  b  außer 
aabb,  aacc,  bbcc  ist.  Ist  aber  b  in  einer  dieser  Geraden,  so  ist  b  sein 
eigenes  Bild  für  a  *  b  *  c. 

§13 

Die  Ebene  abbc  bedeute  nur,  wenn  c  außer  aabb  ist,  a  *b  *  c 
und  alle  Punkte,  deren  jeder  sein  eigenes  Bild  für  a  *b  *  c  ist  oder 
deren  Bild  in  ihnen  selbst  ist,  oder  alle  Punkte,  wobei,  wenn  a*b-^  c  *  ^ 
-^  a  *b  *  c  -^  b  ist,  e  t=(  6  sein  muß. 

§  14 

Es  gibt  einen  Punkt  b  außer  abbc,  dessen  Bild  für  a  *b  *  c  von 
ihm  selbst  verschieden  ist.  Denn  ist  f  ein  anderer  in  abbc  fallender 
Punkt  von  Oabc:  so  ist  jeder  von  c  sowohl  als  von  f  verschiedene 
Punkt  von  Qabc  außer  abbc. 

§15 

Ist  b  außer  abbc,  und  e  das  Bild  von  ö  für  a  *b  *  c:  so  ist  von 
a,  b,  c  höchstens  eines  in  6öec. 
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§  16 

Sind  f,  (j  Punkte  von  abbc,  und  1}  ein  Punkt  außer  abbc,  wovon 
i  das  Bild  für  a  *  b  *  c  ist;  so  ist  offenbar  f*9*i==f*g*t^,  also, 
da  hier  t  von  Ij  verschieden  ist,  If  außer  ff^J^. 

Die  Gerade  ffgg  durch  die  Funkte  f,  g  einer  Ebene  abbc  liegt 
demnach  ganz  in  Letzterer,  folglich  in  jeder  dui-ch  f  *  g  liegenden  Ebene; 
und  da  jeder  außer  ff  gg  befindliche  Punkt  f  nur  in  der  einzigen  durch 
f  *  g  gehenden  Ebene  fggf  ist,  so  enthält  ffgg  alles  den  durch  f  *  g 
gehenden  Ebenen  gemeinsame  oder  [ist]  der  Schnitt  dieser  Ebenen.  Und 
geht  eine  Gerade  durch  einen  Punkt  einer  Ebene  und  durch  einen 
Punkt  außer  derselben,  so  hat  sie  mit  dieser  Ebene  nur  jenen  ersteren 
Punkt  gemein. 

§  l'^ 

Qcabb  bezeichne,  wenn  c  außer  aabb  und  6  in  0<^I^*-'  außer 
abbc  ist,  jenes  der  beiden  Stücke,  worin  Qabc  durch  c  *  b  geteilt 
wird,  welches  das  Bild  von  6  für  a  *  b  *  c  nicht  enthält. 

§18 
Die  Mitte   eines   Ringbogens  Qbabi  heißt   der  Punkt   c,   wenn   c 
das  Bild  von  6  für  a  *  b  *  c  ist. 

§  19 

Ist  b  in  C<^t>^  ^iiid  a  *  b  *  c  *  e  :  a*b*c*b,  ^  das  Bild  von  b 
für  a  *  b  *  c:  so  ist  Qcabz  *a*b*c*e  =  Qbabc  *a*b*b*c,  oder 
kürzer:  Qcab^  ^  Obabc,  oder  noch  kürzer  cc  ^  6c. 

Denn  fiele,  indem  cf  ^öc  ist,  f  in  cz  inner  e:  so  müßte  auch  für 
cg  ^  cc  (der  Symmetrie  wegen)  offenbar  g  in  c6  inner  b  fallen  (und 
zwar  das  Bild  von  f  für  a  *  b  *  c  sein)  und  da  wäre  fc  <  ec,  also  wegen 
cg  ^  ec  auch  fc<cg,  folglich  um  so  mehr  fc<c6,  welches  der  Voraus- 
setzung cf^c6  widerspricht,  daher  die  Annahme  6c<cc  nicht  bestehen 
kann.  Auf  ähnliche  Art  wird  gezeigt,  daß  auch  nicht  bc  ^  cc  sein 
könne.     Demnach  muß  ce  ^  6c  sein. 

§20 
Jeder  Ringbogen  pq   hat  eine  und  nur  eine  Mitte.     Denn  es  gibt 
einen  Punkt  o  in   pq,  wobei  oq  =  po   ist.     Da  nun  das  Bild  r  von  p 
für  a  *b  *  0  in  Qabo  so  fallen  muß,  daß  ov  =  po  sei:  so  muß  r  f==<  q 
und  somit  o  mitten  in  pq  sein. 

§21 
Ist   6  wo  immer  außer  abbc,  und  c  das  Bild  von  6  für  a  *  b  ^  c, 
so   ist  sowohl  die  Mitte  f  von  06 ab e  als  jene  g  des  Reststückes  von 
Ocib6  in  abbc. 
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§22 
Ist  c  außer  aahb,  6  in  Qahc,  c  das  Bild  von  b  für  a  *  b  ♦  c,  f  der 
andere  in  ab  In*  fallende  Punkt  von  0<il'''-':  so  wird  Qabc  durch  c  *  f 
in  zwei  Stücke  geteilt,  welche  :^  sind,  wenn  c  *  f  des  Einen  dem  f  *  c 
<le8  Andern  entsprechend  gedacht  wird.  Ist  nun  o,  die  Mitte  des  Einen, 
1}  jene  des  Andern  dieser  Stücke,  und  sind  i,  f,  I,  m  bezugs weise  die 
Mitten  von  cg,  cl),  gf,  f?f,  so  ist  offenbar  f*i*I  =  f*m*l,  also  i 
auser  ff  II,  somit  I  außer  tiff,  und  auf  gleiche  Art  m  außer  iiff. 

§23 

Lehrsatz.  Sind  f,  q,  l)  beliebige  drei  Punkte  in  abbc,  wobei  [}  außer 
ffgc^  ist:  so  ist  offenbar  jeder  Punkt  p  von  abbc  auch  in  fgglj,  und 
jeder  Punkt  p  von  fggl?  auch  in  abbc,  d.  i.  es  ist  fggl?  i=<  abbc. 
Die  Ebene  durch  jede  drei  nicht  in  einer  Geraden  seienden  Punkte  ist 
nämlich  identisch  mit  Letzterer,  oder  durch  drei  solche  Punkte  gibt  es  nur 
eine  Ebene.  Und  geht  eine  Ebene  durch  zwei  Punkte  f,  g  einer  Ebene 
abbc  und  einen  Punkt  außer  derselben,  so  hat  Erstere  mit  Letzteren  nur 
die  Gerade  f  f  gg  gemein,  oder  der  Schnitt  jeder  durch  dieselben  zwei  Punkte 
gehenden  Ebenen  ist  die  Gerade  derselben  zivei  Punkte. 

Anmerkung.  Es  läßt  sich  schon  hier  zeigen,  daß  keine  drei  Punkte 
p  +  q  >t^  r  eines  0<^bc  in  einer  Geraden  seien,  ausgenommen  wenn  QT(>abc\ 
sowohl  als  Oipabt  einer  gewissen  Anzahl  Tels  von  yOiI"*^'  gleich  ist 
(in  welchem  Fall  der  Satz  hier  noch  nicht  einleuchtet);  welcher  Beweis 
der  Eleganz  wegen  und  als  instruktiv  nicht  unwert  ist,  hier  vorgetragen 
zu  werden,  und,  obschon  etwas  lang,  Aufmerksamkeit  verdient. 

I.  Wird  Qabc  durch  irgend  ein  Paar  von  den  drei  Punkten  p,  q,  r 
halbirt,  so  erhellt  des  Satzes  Richtigkeit  wie  oben. 

IL  Tritt  der  Fall  I  nicht  ein,  aber  es  sind  irgend  zwei  von  Op<^t>q, 
QiTpabx,  0<\<^bx  ungleich;  so  kann  man  zu  jeden  zwei,  z.  B.  p,  q  von 
p,  q,  r  einen  vierten  Punkt  s  finden,  welcher,  falls  p  *  q  *  r  in  einer  Ge- 
raden p  p  q  q  wären,  in  derselben  Geraden  sein  müßte.  Ist  [nämlich]  o  die 
Mitte  des  Einen,  z.B.  Op«^!"*'-!^  dieser  drei  Bogen  und  s  das  Bild  des  dritten 
Punktes  r  in  a  *  b  *  c:  so  müßte,  wenn  r  in  ppqq  wäre  (der  Symmetrie 
wegen),  auch  s  in  qq  pp  t=i  ppqq,  folglich,  da  durch  zwei  Punkte  p  *  q 
nur  eine  absolute  Gerade  geht,  alle  vier  Punkte  s  *  p  *  q  *  r  in  einer 
Geraden  ppqq  sein.  Und  zwar  erhält  man  drei  neue  Punkte,  denn  da 
Osabp  =  Oqabr  ist:  so  müßte,  damit  auch  05abr  =  0^<^^P  wäre, 
Osabp  +  Opabq  =  Cqcibr  +  Qxbas  [sein],  somit  Qabc  durch  p  ^  r 
wider  Voraussetzung  halbirt  werden. 

Entweder  ergeben  nun  auf  diese  Weise  irgend  drei  Punkte  jedes  so 
«rhaltenen    (in    einer   Geraden    sein   müssenden)   Systems   von   Punkten 
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des  O"^^*^  Bocli  irgend  einen  neuen  Punkt,  oder  dieses  hört  einmal  auf. 
Im  ersten  Fall  gibt  es  keinen  Bogen  von  Qahc,  wovon  nicht  Punkte 
in  obiges  Punktsystem  fielen.  Denn  von  jeden  di-ei  Punkten  p,  q,  r 
von  0^t<^  ist  jeder,  z.  B.  r,  auf  dem  Qabc  offenbar  mv Ischen  beiden 
Andern,  insofern  man  auf  Qabc  von  p  iu  q  durch  r  kommen  kann. 
Jedes  p,  q,  r  ist  offenbar  nur  dann  die  Mitte  des  Einen  der  durch  die 
beiden  Anderen  gehenden  Bogens:  wenn  der  eine  OP^t^q  durch  r,  und 
der  eine  Oi^<^i''-l  durch  p  (folglich  der  eine  Qxabp  durch  q)  halbirt, 
somit  Qabc  durch  p  *  q  *  r  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  wird  oder 
p*q*r^q*r*p^r*p*q  ist.  Sobald  nun  irgend  einer,  r,  von 
p,  q,r  in  keinem  der  beiden  durch  die  Anderen  geschiedenen  Bogen 
ist:  so  ist  einer,  etwa  Qqabv,  der  zwei  Bogen,  worin  r  jenen  Bogen 
(worin  er  nämlich  ist)  theilt,  der  kleinere.  Man  nehme  nun  auf  dem- 
selben OP<iI"'^  "^on  p  an  aneinander  hängend  dem  erwähnten  Oi^titq 
gleiche  Bogen  Qpabv  =  Qvabt  =  Ot<^t»u  u.  s.  f.,  bis  sich  entweder  ein 
derlei  Bogen  in  r  endet  oder  von  QTpabv  ein  Rest  <COvabq  bleibt. 
Da  sich  nun  dieses  in  Ansehung  jeder  drei  Punkte  (mit  der  bemerkten 
Ausnahme)  verrichten  läßt:  so  ist  klar:  daß  wenn  die  Anzahl  der  so 
erhaltenen  Punkte  von  O^tc  cx3  wächst,  nicht  nm*  zu  einander  oo 
nahe  seiende  Punkte  von  Qabc  erhalten  werden,  sondern  selbst  von 
jedem  Stücke  von  Qabc  Punkte  erhalten  werden. 

Wären  nun  p  *  q  *  r  in  einer  Geraden:  so  müßten  alle  so  erhaltenen 
Punkte  in  derselben  Geraden  sein.  Nun  könnte  dann  kein  Punkt  p'  von 
Qabc  außer  dieser  fallen,  weil  sonst  ofienbar  auch  irgend  ein  Stück 
von  Qabc  außer  ppqq  fiele,  da  von  p'  bis  ppqq  kein  Weg  geht,  wovon 
jeder  Punkt  außer  p  in  ppqq  wäre.  Nun  enthält  aber  jedes  Stück  von 
Qabc  im  vorliegenden  Falle  nach  Obigem  unzählige  Punkte  in  ppqq. 
Dieses  verträgt  sich  nicht  mit  einander.  Demnach  müßte  Qabc  ganz 
in  ppqq  sein,  was  nach  (§22)  nicht  sein  kann.  Demnach  kann  auch 
die  Voraussetzung  nicht  bestehen,  d.  i.  drei  Punkte  von  Oci.bc,  wo- 
durch auf  obige  Art  unzählige  Punkte  von  0<^^<^  erhalten  werden, 
sind  nie  in  einer  Geraden. 

Können  aber  nur  eine  begrenzte  Anzahl  Punkte  von  Qabc  auf 
diese  Art  zu  p  *  q  *  r  erhalten  werden:  so  müssen  die  zuletzt  sich  er- 
gebenden den  Qabc  in  lauter  gleiche  Theile  eintheilen.  Denn  solange 
sich  irgend  einer  dieser  Punkte  nicht  in  der  Mitte  zwischen  seinen  beiden 
Nachbarn,  d.  i.  auf  dem  Qctbc  befindet:  ergibt  sich  offenbar  stets  ein  neuer 
Punkt.  Nur  in  dieseni  Falle  läßt  sich  offenbar  kein  Neuer  finden,  wenn 
die  schon  vorhandenen  ein  gleichförmiges,  geschlossenes  System  ausmachen. 

Hier  giebt  es  nun  nur  zwei  Fälle:  entweder  [ist]  ein  derlei  Stück 
ein  Tel  von  fOabc  oder  nur  von  O^ibc  (ein  2n-iel  oder  ein  {2n  -\-  1  i- 
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Tel  von  Gate).  Im  ersten  Fall  erheilt,  das  p  ♦  q  *  r  nicht  in  ppqq  sei- 
In  dem  einzigen  noch  übrigen  Falle  hingegen,  wenn  nämlich  Qabc 
in  eine  ungrade  Anzahl  gleiche  Theile  getheilt  ist,  läßt  sich  auf  diese 
Art  der  Satz  nicht  darthun.  Soviel  ist  indessen  ausgemacht,  daß,  Falls 
derlei  Theilpunkte  gerade  lägen:  eine  größte,  begrenzte  Anzahl  derlei 
da  sein  müßte,  wobei  alle  solche  Punktsysteme  vorkämen. 

§  24 
Grundsatz.     Sind  ^,  B  beliebige  zwei  Orte  und  (£  ^  Zt:  so  gieht 
es  wenigstens  einen  Ort  D,  wobei  (£  *  D  ^^  21  ♦  B  ist. 

§  25 

Ist  f  ein  beliebiger,  von  a  verschiedener  Punkt  von  ahhc:  so  giebt 
es  einen  Punkt  t,  wobei  f  *  t  :^  a  *  b  ist  und  wenigstens  einen  Punkt 
g  von  Of<^i  iii  abbc,  wo  denn  f  *  g  zee  a  *  b  ist;  sodann  einen  Punkt 
f,  wobei  f*g*f^a*b*c  ist,  und  endlich  zwei  Punkte  1}  von  Ofö? 
in  abhc,  wo  denn  f*g*Ij^a*b*c,  fggtj  e=z  und  nm  abbc,  folglich 
abbc  *  f  1^;  abbc  *  a  ist. 

Jede  absolute  Ebene  hat  demnacli  zu  jeden  zivei  ihrer  Punkte  gleiche 
Lage;  oder  je  zwei  ihrer  Punkte  sind  darin  auf  gleiche  Art  enthalten. 

§  26 

Ist  6  außer  abbc,  und  e  das  Bild  von  6  in  a  +  b  *  c,  so  erheUet 
es  sowohl  von  selbst,  daß,  wenn  von  a,  b,  c  Eines  in  66ee  ist,  die  beiden 
Anderen  außer  Ö6ee  seien,  als  aus  (§  16),  daß  von  Ö6ee  höchstens  nur 
ein  Punkt  in  abbc  sei.  Es  gibt  folglich  außer  ööee  seiende  Punkte 
von  abbc.  Der  Ring  eines  jeden  Punkts  f  von  abbc,  um  6  *  c,  liegt 
offenbar  ganz  in  abbc. 

Ist  m  wo  immer  außer  abbc  *  ööce  und  n  das  Bild  von  m  in 
a  *  b  *  c:  so  gilt  in  Bezug  auf  m  *  n  Ahnliches  als  zuvor  in  Ansehung 
von  6  *  e  gesagt  wurde,  und  es  liegt  jeder  zu  m  *  n  so  wie  C  ö^^f 
liegende  Ring  ganz  in  abbc.  Oder  dreht  sich  ein  abbc  ausfüllendes 
mathematisches  Ding  um  eine  solche  Axe  wie  ö  *  c  oder  m  ^  n:  so  be- 
schreibt jeder  Punkt  davon  einen  ganz  in  abbc  liegenden  Ring. 

Hier  kann  nun  zwar  mmnn  keinen  außer  abbc  seienden  Punkt 
in  6ÖCC  haben:  sonst  müßte  (der  Symmetrie  wegen)  auch  das  Bild  eines 
solchen  gemein  sein  sollenden  Punktes  den  niinnn,  65ce  gemein  sein, 
die  Geraden  hätten  zwei  Punkte  gemein,  und  [es]  könnte  kein  Punkt  m 
der  Einen,  mmnn  außer  der  Anderen,  Ö6ee  sein,  wie  es  hier  der  Fall  ist. 
Aber  daß  66ee,  mmnn  nicht  einen  Punkt  von  abbc  gemein  haben 
können,  ist  hier  [noch]  nicht  ausgemacht. 
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§  27 

Grundsatz.  Jede  absolute  Ebene  ist  eine  einfache  fortlaufende  gleich- 
förmige Fläche. 

Der  Raum  wird  durch  jede  absolute  Ebene  in  zwei  Stücke  getheilt, 
d.  i.  es  giebt  zwei  Stücke,  denen  bloß  dieselbe  Ebene  gemein  ist,  und 
in  deren  wenigstens  Einen  jeder  Punkt  des  Raumes  fällt. 

§  28 
Denkt  man  sich  den  zweiten  Schnittspunkt  f  von  O^itc  mit  ahhc, 
die  Mitte  m  der  Einen  und  jene  n  der  Andern  der  Hälften,  worein 
Ocibc  durch  c*  f  geteilt  wird:  so  hat  aabb  in  jedem  um  m  *  n  laufenden 
Ringe  von  abbc  zwei  und  nur  zwei  Punkte,  und  man  erkennt  das  Da- 
sein einer  einfachen,  anfang-  und  endlos  fortlaufenden  in  ahhc  liegen- 
den Linie.  Sind  p,  q  zwei  beliebige  Punkte  dieser  Linie:  so  hat 
Opc]^)  mit  abbc  eine  einfache  endlos  fortlaufende  Linie  C  gemein. 
Ist  r  wo  immer  in  C:  so  giebt  es  sowohl  eine  in  p  *  r  begrenzte,  der 
Geraden  pq  (d.  i.  der  in  p  ♦  q  begrenzten  Geraden)  so  gleiche  Gerade 
pr  (in  ahhc  fallend),  daß  p^^r^pr^^^p^q^pq  sei,  als  auch  für  jeden 
Punkt  s  von  ahhc  einen  Punkt  t,  wobei,  p*r*tin:p*q*s,  und 
ferner  einen,  ja  zwei  Punkte  u  in  ahhc,  wobei  p*r*u^p*qt=s  ist. 
Auch  giebt  es  endlich  für  jeden  Punkt  d  von  abbc  einen  Punkt  tp,  wo- 
bei p*r  +  u  +  a»  =  p*q*s»c>.  Jeder  derlei  vo  ist  auch  in  ahhc:^  und 
umgekehrt  giebt  es  für  jeden  Punkt  ü  von  ahhc  einen  bestimmten,  in 
ahhc  selbst  fallenden  Punkt  vo,  wobei  p*q*s*p—  p*r*t*tx)  ist. 
Demnach  hat  ahhc  zu  p*r  +  t,  p*q*s  gleiche  Lage  und  die  Gerade 
aahh  zeigt  sich  als  eine  einfache,  anfang-  und  endlose  fortlaufende,  die 
Ebene  ahhc  in  zwei  Stücke  theilende  Linie.  Es  giebt  demnach  durch 
jede  zwei  Punkte  a  *  h  eine  einfache  Linie,  derlei  in  Ansehung  der- 
selben zwei  Punkte  nur  Eine  da  ist. 

§  29 

Jede  zwei  absolute  Ebenen  sind,  in  Ansehung  jedes  ihrer  Punkte 
^;  und  zwar  kann  dabei  einem  beliebigen  Punkte  der  Einen  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Andern  entsprechen,  pp qq  durchstößt  ahhc  in  einem 
Punkte,  und  jede  absolute  Ebene  ist  eine  solche  gleichförmige  Fläche, 
worin  um  deren  jeden  Punkt  eine  materielle  absolute  Ebene  [sich]  um- 
drehen kann. 

§  30 

Ist  f  *  Ij  ^  a  *  b,  aber  tj  außer  f  f  gg:  so  sei  r  der  Schnittspunkt 
von    ppqq    mit    aabb,    abbc  *  a  *  r  ^  abbc,    usw.,    fg^Ij  *  f  *  f 

1)  [Die  Erklärung  der  Bunde  Qpq  wird  iu  §  31  gegeben.] 


l 
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^  abbc  *  r  *jp  imd  I  das  Bild  von  f  in  f  *  g  *  ij.  Hier  hat  Qfll)  zwei 
Punkte  m,  n  in  ffgg;  und  dabei  ist  f  *  m  *  ffmm  i-  a  *h  *  aabb 
^  f  *  n  *  ffnn.  Jede  absolute  Gerade  liegt  demnach  in  Ansehung  jedes 
ihrer  Punkte  so  wie  jede  Gerade  aabb  in  Ansehung  eines  beliebigen 
Punktes  a  von  ihr.  Oder  jede  zivei  absolute  Gcradai  sind  demnach  ^ 
ja,  in  Ansehung  beliebiger  eigener  PunJcte  ^;  und  jede  absolute  Gerade 
ist  eine  durch  jeden  ihrer  Punlie  halbirte  (d.  i.  in  zwei  -  te  Stücke 
geiheilte)  gleichförmige  Linie.  Oder  es  giebt  nur  einerlei  absolute  Ge- 
raden. Dasselbe  gilt  vom  Punkte,  dem  Räume  wie  auch  in  Ansehuncr 
der  Gestalt  der  absoluten  Ebene. 

§  31 

Bezeichne  Qcib  die  Kiigelfläche  (Runde)  um  die  Mitte  a  durch  b 
oder  kurz  die  Kugelfläche  ab,  d.  i.  alle  zu  a  so  wie  b  geörterte  Punkte: 
für  deren  jeden  c  nämlich  a  *  c  "^  a  *  b  ist;  oder  alle  von  a  um  a  *b 
abstehenden  Punkte. 

§  32 

Ist  c  außer  aabb,  folglich  b  außer  aacc:  so  liegt  erstlich  Q  acb, 
dann  jeder  zu  a  *  b  (oder  allgemein  zu  a  *  f ,  wobei  f  einen  beliebigen 
Punkt  außer  a  bedeutet)  so  wie  Ca^-'b  stehende  Ring  demnach  ganz 
in  Oab.  Nun  erstlich  ein  materieller  Punkt  b  um  a*c,  dann  der 
erhaltene  Ring  (Jacb,  voll  Materie  gedacht,  um  a  *b  umgedreht,  ent- 
steht ein  solcher  Weg,  daß  jeder  mögliche  Weg  des  um  a  beliebig  ge- 
drehten b  entweder  ganz  oder  ein  Anfangsstück  davon  in  den  Weg  7X 
des  Qacb  um  a*  b  fällt.  Denn  gäbe  es  einen  ganz  außer  2i  fallenden 
Weg  VO  des  um  a  gedrehten  b:  so  beschreibt  2i,  so  um  a  gedreht, 
daß  b  in  einen  andern  Punkt  von  VO  kommt,  einen  ganz  in  Qab 
fallenden  Raum  und  Qab  enthielte  einen  Raum.  Nun  ist  Qab  gleich- 
förmig. Bewegte  sich  wie  immer  b  bis  a:  so  bliebe  eine  Zeit  lang  das 
bewegte  b  in  Qab.  Stets  in  Q  ab  könnte  dasselbe  dabei  nicht  bleiben, 
einmal  müßte  es  Qab  verlassen,  denn  a  ist  offenbar  außer  Qab.  Wäre 
b  zuletzt  in  Qab  in  f:  so  gäbe  es  einen  Punkt  f  in  Qab,  wovon  eine 
Linie  bis  a  ginge,  ganz  außer  Qab  fallend,  welcher  Punkt  f  denn  also 
offenbar  eine  andere  Lage  in  Qab  hätte  als  b,  wider  §  31.  Demnach 
kann  sich  b  nie  ziäetzt  in  0<^b  befinden.  Eine  ähnliche  Ungereimtheit 
zeigt  sich  bei  der  Annahme,  es  gebe  einen  ersten  Ort  von  b  außer 
Oab.  Die  Voraussetzung,  Qab  könne  einen  Raum  enthalten,  ist  dem- 
nach unstatthaft,  und  jede  Kugelfläche  ist  demnach  eine  einfache,  gleich- 
förmige, den  Baum  in  zwei  Stücke  theilende  Fläche.  Jenes  dieser  beiden 
Stücke,  welches  den  Punkt  a  enthält,  heißt  die  Kugel  um  a  durch  b 
oder  kurz  die  Kugel  ab,  bezeichnet  durch  Qab. 
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§  33 
Ist  f  (voriger  §)  in  aabb:  so  ist  Qah  der  Verein  aller  zu  b  *  a  *  f 
so  wie  die  Halbringe  Qbacf  [§  17]  liegenden  Halbringe;  und  jeder  von 
b,  f  verschiedene  Punkt  von  Q  ab  ist  außer  aabb. 

§  34 
Lehrsatz.  Zu  jeder  Qa^  um  a  oder  in  jedem  Abstände  a  *  y  von  a  hat 
[jede  absolute  Ebene]  abbc  einen  Punkt.  Denn  ist  r  selbst  in  ab bc:  so  ist 
der  Satz  von  selbst  klar.  Und  ist  y  außer  abbc:  so  hat  O«^^^?  in  abbc 
2  Punkte  Y;  wobei  denn  a*y^a*^  ist.  Ist  ferner  5  in  abbc  außer  aayy, 
und  denkt  man  sich  den  O^sy  in  y  *  0,  halbirt,  dann  von  jedem  von  a,  y 
verschiedenen  Punkte  der  einen  Hälfte  von  Oay5  bis  zum  Bilde  in 
abbc  desselben  Punktes  reichenden  Bogen  des  um  a  *  y  laufenden 
Ringes  halbirt,  deutlicher,  ist  b}  wo  immer  in  der  einen  Hälfte  von 
Ociy5,  t  das  in  die  andere  Hälfte  von  Oay5  fallende  Bild  von  1}  in 
a  *  b  *  c,  jeder  der  beiden  Bogen  Ol?ayf  halbirt,  und  desgleichen  jeder 
andere  von  einem  Punkte  des  [O^ys]  bis  zu  seinem  Bilde  reichende 
Bogen:  so  bilden  alle  diese  Mitten  offenbar  eine  einfache  Linie  (im 
Falle  fg  in  aayy  ist,  schon  gewiss  eine  geschlossene). 


§  35 
Lehrsatz.    In  jeder  Qa^  um  eine  beliebige  Mitte  a  hat  jede  absolute 
Gerade  aabb  einen  Punkt.    Ist  y  selber  schon  in  aabb:  so  ist  der  Satz 
von  selbst  klar.     Und  ist  y  außer  aabb,  so  wird 


Dieselbe   Schwierigkeit!     Am    einfachsten    ist    es    die   Stetheit  der 
absoluten  Geraden  als  Grundsatz  anzunehmen. 


§  36 

Die  Mitte  0  der  Geraden  öc  (§  21)  ist  nun  auch  in  abbc.  Das  Bild 
eines  jeden  Punktes  von  o66^)  fällt  in  oee. 

Geht  man  nun  von  dem  Grundsatz  (§  27 )  und  dem  darauf  gebauten 
Satz  des  (§  34)  aus,  so  giebt  es  für  jeden  Punkt  p  von  abbc  zwei  Punkte 
f,  I,  wobei  p  *  abbc  *f*I-::^o*abbc*6*e  ist,  der  O^l^  ^=^  OP?»-] 
t=*Opl^  liegt  ganz  in  abbc  und  ist  der  Schnitt  selbst  von  Qpq  mit 
abbc.  Denn  in  jeder  unbegrenzten  Geraden  aus  p  hat  Qpq  nach  [§  35] 
einen,  aber  nur  einen  Punkt. 


1)  [Das  Zeichen  ebb  bedeutet  „der  durch  0  halbirten  ooi)b  jene  Hälfte,  welche 
den  Punkt  b  enthält";  vgl.  S.  269.] 
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Man  kann  aber  auch,  nachdem  gezeigt  ist,  daß  Qab  sowohl  als 
deren  Schnitt  mit  einer  Ebene  durch  a  in  jeder  Geraden  aus  a  höch- 
stens einen  Punkt  hat,  als  Grundsatz  annehmen,  daß  alle  in  abbc  von 
p  gleich  abstehenden  Punkte  von  abbc  eine  einfache,  geschlossene,  die 
Ebene  abbc  entzwei  theilende  Linie  [bilden].  Sie  heiße  die  Kreislinie 
in  abbc  um  p  durch  a  und  werde  allein  durch  O---  bezeichnet. 

§  37 
Nur  jenes  der  beiden  Stücke  der  Ebene  abbc,  worin  dieselbe  durch 
C  geteilt  wird,  worin  p  ist,  heißt  der  Kreis  0  um  p  durch  q  in  qppr; 
nur  der  Punkt  p  heißt  die  3Iitfe  dieses  Kreises  sowohl  als  desselben 
Ringes:  nur  jede  Gerade  pr,  die  von  der  Mitte  p  bis  zu  was  immer 
für  einen  Punkte  r  des  Kreisringes  geht,  heißt  ein  Strahl*)  desselben 
Kreises  sowohl  als  auch  Kreisringes;  jedes  Strahles  Verlängerung  über 
die  Kreismitte  hinaus  trifft  den  Umfang  in  noch  einem  Punkte,  sowohl 
aus  dem  Grunde,  weil  jeder,  also  auch  jener  Weg  von  r  bis  i  (wenn 
qi;£^:rq=^qr  ist),  welcher  das  von  tq  *  qr  Verschiedene  der  beiden 
Stücke,  worein  der  Umfang  durch  t  +  r  getheilt  wird,  [trifft,]  durch  q  q  p  ^) 
gehen  muß;  als  auch,  wenn  zuvor  bewiesen  wurde,  daß  jede  zwei  Ge- 
raden ^  seien.  Nur  solche  in  abbc  durch  die  Kreismitte  gehende  und 
beiderseits  bis  an  den  Umfang  reichende  Gerade  heißt  ein  Durchmesser. 
Jedes  Stück  des  Umfanges  heißt  ein  Bogen,  jede  Gerade  zwischen  zwei 
Punkten  des  Urafangs  des  Bogens  SeJine;  endlich  jedes  der  beiden  Stücke, 
worein  ein  0  durch  zwei  beliebige,  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Strahlen  getheilt  wird,  ein  Ausschnitt  von  ©. 

§  38 

Von  nun  an  kann  man  sich  eine  klare  Vorstellung  auch  von  Qab 
machen.  Der  Schnitt  nämlich  jeder  durch  die  Mitte  einer  Kugel  ge- 
henden Ebene  ist  ein  Kreis,  welcher  durch  einen  beliebigen  seiner  Durch- 
messer halbirt  wird,  und  der  eine  Halbkreis  um  denselben  Durchmesser  um- 
gedreht so  wie  diese  beiden  [in  der  Ebene]  liegenden  Halbkreise  sind  die 
Qab  selbst-,  alle  dazu  sowie  beide  Halbumfänge  usw.  aber  sind  die  O^ib. 

Da  jede  zwei  Punkte  einer  Q  von  der  Mitte  gleich  abstehen,  so 
sind  in  jeder  0  und  somit  auch  in  jedem  Q  jede  zivei  Strahlen  ac,  ab  ^ 
ivie  auch  jede  zwei  Durchmesser. 


*)  Ich  sehe  nicht  ein,  warum  man  diesen  kürzeren  Namen  nicht  schon  längst 
eingeführt  habe,  da  doch  derselbe  Begriff  lateinisch  radius,  französisch  rayon, 
italienisch  [raggio]  usw.  heißt,  welche  Wörter  im  Deutschen  jedes  Strahl  bedeuten. 

1)  [Das  Zeichen  qqp  bedeutet  „nur  die  andere  Hälfte  der  durch  q  halbirten 
■qqpp,  worin  p  nicht  ist";  vgl.  S.  259.] 
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§  39 
Eine  Gerade  bbcc  wie  auch  eine  Ebene  öcef  [die  beide  mit]  3 
[bezeiclinet  werden  mögen]  heißt  nur  senlcrecJit  (L)  auf  eine  Ebene  abbc 
[oder]  H  durch  einen  gewissen  eigenen  (d.  i.  in  3  enthaltenen)  Punkt  6^ 
wenn  erstere  3  unbegrenzt  verlängert  das  Bild  ihres  Punktes  b  oder 
falls  ö  auch  in  2t  ist,  auch  das  Bild  in  Ansehung  von  21  eines  außer 
21  fallenden  ihrer  Punkte  enthält.  Oder:  nur  wenn  eine  Gerade  [oder] 
eine  Ebene  zwei,  in  Ansehung  einer  Ebene  einander  entgegenstehende 
Punkte  enthält,  heiße  sowohl  jene  Gerade  als  jene  Ebene  auf  letzterer 
Ebene  senkrecht,  und  zwar  sowohl  durch  die  beiden  erwähnten  Punkte 
als  auch  durch  jeden  Punkt  der  Ersteren.  Kürzer:  ist  6  außer  abbc, 
und  e  das  Bild  von  b  (b  -:  c)  in  a  *  b  *  c:  so  heißt  nur  sowohl  jede 
Gerade  ööee  als  jede  beliebige  ö  *  e  enthaltende  Ebene  sowie  auch  jedes 
Stück  davon  senkrecht  auf  abbc. 

§  40 
Eine  Gerade  21  oder  ccbb  heiße  nur  L_  auf  eine  Gerade  B  oder 
aabb  durch  einen  Punkt  c,  falls  c  außer  aabb  ist,  wenn  ccbb  auch 
den  zweiten  Schnittpunkt  von  Qabc  mit  abbc  enthält,  und,  falls  c  in 
aabb  ist,  ccbb  den  zweiten  Schnittpunkt  des  O  irgend  eines  Anderen 
b  ihrer  Punkte  um  a  ^t^  b  enthält.  Und  nur  jeder  der  vier  von  solchen 
auf  einander  Lten  Geraden  gebildeten  A  heiße  ein  B,echter\  und  nur 
jeder  derlei  werde  bezeichnet  durch  R. 

§  Jl 

Erstens.  Durch  eine  Ebene  imd  einen  Punkt  außer  ihr  ist  das 
Bild  bestimmt  usw.  Der  um  eine  Gerade  laufende  O  eines  außer  der- 
selben Geraden  seienden  Punktes  bestimmt  eine  auf  sie  Lte  Ebene. 
Durch  jeden  Punkt  außer  einer  unbegrenzten  Ebene  giebt  es  eine,  aber 
auch  nur  eine  L  te  [Gerade] ;  durch  jeden  auf  dieser  unbegrenzt  gedachten 
Geraden  seienden  Punkt  aber  eine,  jedoch  nur  eine  L_te  Ebene;  durch 
jeden  außer  einer  unbegrenzten  Geraden  seiende u  Punkt  auf  dieselbe 
Gerade  eine  einzige  Lte  [Gerade]  sowohl  als  '_te  Ebene. 

Zweitens.  Die  Lte  auf  eine  Ebene  sowohl  als  auf  eine  Gerade 
durch  einen  außer  einer  unbegrenzten  auf  dieselbe  Ebene  (Gerade)  Lten 
[Geraden]  seienden  Punkt  begegnet  nicht  die  ersteren  Lten.  Ist  nämlich 
cöL2(,  f  außer  ccbb  und  fg  L  2t:  so  haben  ccbb,  ffgg  nichts  gemein^ 
widrigenfalls  gäbe  es  wider  das  Vorige  aus  einem  Punkt  zwei  ver- 
schiedene Lten  auf  2t. 

Drittens.  Wenn  von  zwei  Orten  2t,  B,  deren  jeder  für  sich  ent- 
weder  eine   Gerade   oder   eine  Ebene   ist,    der  Eine  2t  L   ist   auf  dem 
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Anderen:  so  ist  auch  dieser  L  auf  jenem.  Denn  ist  1)  eine  Gerade 
21  L  auf  einer  Geraden  B:  so  ergibt  sich  der  Satz  aus  §  [40].  Ist  2)  usw. 
Änmerhung.  So  sind  die  vollkommenen  Definitionen  der  Lten 
und  Lehre  davon  beschafi'en;  und  obschon  jene  etwas  länger  als  die 
gewöhnlichen  sind:  so  sind  sie  doch 
offenbar  dem  Wesen  nach  viel  einfacher, 
ja  aus  der  Urquelle  geschöpft.  Vieles 
was  sonst  schwerfällig  bewiesen  wird, 
erhellt  hier  beinahe  unmittelbar,  dahin- 
gegen Vieles,  was  sonst  gar  nicht  be-  ^  \ 
achtet  zu  werden  pflegt,  hier  mit  aller 
Sorgfalt  entwickelt  ist. 


-■b 


42 


-f 
Kg.  1. 


eof==aof,  also  auch  aoc 


Ist  cö  L  ab  (Fig.  1):  so  ist,  wenn 
oe  =  oa,  of  =  oc  ist,  offenbar  aoc  ^  ^oc 
^  cof,  cor  ^  aof. 

§  43 

Jede  rechten  A  A  sind  _i  .  Denn  ist  c6  L_  ab  usw.,  auch  l\[_  <^^ 
(Fig.  2):  so  ist,  wenn  i  der  Schnittspunkt  der  ffll  mit  ggt^Ij  und  ig 
von  igg  (oder  il^tj)  ee£  oa,  ilj  ^  ob,  glj 

*  ip  ^  Cih  *  oc  und  -ip  auf  der  f-Seite 
von  0)^1  (in  gljljf)  ist:  gim  =  li'ixn,  gtp 
=  I^tp.  Nun  fällt  für  jede  \\:\,  wenn  \)\x 
von  Ijgff  =  gip^)  ist,  offenbar  immer 
ip    in    iff,  aoc  EEE  (gtp  ^  gif. 

Auch  ist  jeder  rechte  A  R  umge- 
Jcelirt  ^,  nämlich  coa  ^  aoc  (Fig.  1) 
Denn  ist  von  ooa,  oc  E::^  oc,   so  ist  oe 

*  oocc  ^  oc  *  ooaa,  somit  .  .  . 

§  44 

Jede   auf  einer  Ebene   sowie   auf  eine  Gerade  Lte  Gerade  ist  I 

auf  jede  ihren  Schnittspunkt  (mit  der  Ebene)  enthaltende  Gerade  der- 
selben Ebene;  oder  bildet  mit  jeder  in  der  Ebene  aus  dem  Schnitts- 
punkte gezogenen  Geraden  einen  R  (=  l_te  Gabeln). 

§  45 
Daß    es   auch   durch   einen  jeden  in  einer  Ebene  seienden  Punkt 
tine  Lte  und  durch  einen  außer  dieser  befindlichen  Punkt  dadurch  eine 


Fig.  2. 


1)  [Das  Zeichen  abcc  bedeutet  „nur  der  durch  aabb  halbierten  abbc  den 
Punkt  c  enthaltende  Hälfte";  vgl.  S.  259.] 


250  Johann  Bolyai^  Raumlehre  (1855) 

und  nur  eine  I_te  Gerade  gebe,  folgt  schon  aus  der  Gleichförmigheit 
der  Ebene.  Desgleichen,  da  jede  Gerade  gleichförmig  ist:  so  giebt  es 
auch  durch  jeden  Punkt  in  ihr  eine  i_te  Ebene,  und  in  jeder  sie  ent- 
haltenden Ebene  eine  Lte. 

§  46 
Daß  es  aber  auch  durch  jeden  Punkt  in  einer  Geraden  in  jeder 
sie  enthaltenden  Ebene  nur  eine  auf  jener  Lte;  durch  jeden  Punkt 
einer  Geraden  nur  eine  auf  solche  Lte  Ebene:  durch  jeden  Punkt  einer 
Ebene  nur  eine  auf  sie  Lte  Gerade;  endlich  durch  jede  Gerade  einer 
Ebene  nur  eine  auf  letzterer  Lte  Ebene  gebe:  erhellet  so: 

I.  Da  nach  §  [43]  jede  rechten  A  A  =t 
-i     sind:   so   ist,  wenn   sowohl   (Fig.  3)   ob   als 
oc,  in  aoob,  Loa  ist  (aoc  e=z  aob),  offen- 
bar oc  f=(  ob  (Welches  das  Erste  war). 

IL  Da  oa  auf  jede  aus  o  in  einer  jeden 
durch    0    auf  oa  L  ten  Ebene   ausgehenden 

Geraden  ob  einen  R  macht   und   eine  durch 
a  " 

„.    „  0  auf  oa  Lte  Ebene  die  aooh  in  oobb  und 

X  lg.  o. 

dieselbe  aoob  in  oocc  schneidet:  so  fällt 
(nach  I)  oocc  in  oobb,  und  die  zweite  auf  oa  Lte  Ebene  ist  mit  der 
Ersten  t=i. 

III.  Ist  sowohl  oc  als  ob  L  auf  ein  und  dieselbe  Ebene:  so  giebt 
es  eine  die  ob  sowohl  als  die  oc  enthaltende  Ebene.  Schneidet  die 
6rrMWf/ebene  in  oo aa:  so  ist  coa^ER^boa,  somit  oc  t=(  ob. 

IV.  Das  Vierte  folgt  sogleich  aus  Erklärung  §  [39]  und  III;  indem 
nur  eine  Ebene  die  eine  Gerade  der  Grundebene  und  die  nach  III.  ein- 
zige auf  diese  Lte  enthält. 

Ist  durch  einen  Punkt  o  einer  Geraden  ooaa  die  Ebene  €  und 
eine  ob  Loa,  und  aoob  schneidet  <£  in  oocc:  so  fällt,  wegen  aob^?aoc, 
ob  in  oc,  somit  in  (£. 

§  47 

Alle  durch  einen  Punkt  einer  Geraden  auf  diese  Lten  liegen  in 
einer.  Ebene  und  machen  die  durch  denselben  Punkt  auf  jene  Gerade 
L  te  Ebene  aus.  Nur  die  (in  einer  Ebene)  von  einem  Funlde  aiisgeJienden 
Geraden  einer  Ebene  stehen  demnach  auf  die  durch  jenen  Punkt  auf  die- 
selbe Ebene  [_te  Gerade  I 


Zweiter  Theil:  Constructious-Lelire 

Verschiedene  Aufgaben  über  die  Erzeugung  der  Grund-Orte,  wovon 
man  bisher  nur  eine  dunkle  Idee  hatte  und  das  Dasein  ahnte;  ohne  es 
selbst  beweisen,  viel  weniger  dieselben  Orte  wirklich  a  priori  finden 
zu  können 

§  1 

I.  Zwei  Punkte  a  *  b  und  ein  anderer  c  sind  gegeben:  man  soll 
entscheiden,  6h  Letzterer,  c,  in  oder  außer  der  Geraden  aabb  der  Erste- 
ren  sei. 

II.  Drei  PunJde  a  ^  b  *  c  und  ein  Punkt  b  sind  gegeben:  man  soll 
es  ausfindig  machen,  oh  ö  in  einer  a*b  *  c  enthaltenden  Ebene  sei  oder  nicht 

Anmerkung.  Ohne  diese  Entscheidung  könnte  man,  selbst  Avenn 
man  im  Stande  wäre  ab  nach  Belieben  zu  verlängern,  doch  dadurch 
nie  erfahren,  falls  c  außer  aabb  ist,  ob  nicht  nur  die  noch  zu  geringe 
Verlängerung  Schuld  daran  sei,  daß  c  noch  nicht  erreicht  ist, 

III.  Ztvei  Punkte  a  *b  sind  gegeben:  man  soll  einen  außer  der  Ge- 
raden aabb  seienden  Punkt  finden. 

Auflösung.  Man  suche  einen  von  b  verschiedenen  Punkt  c  von 
Ocib,  und  Falls  c  in  aabb  ist  (was  daran  erkannt  werden  kann,  daß  c 
bei  jeder  Drehung  um  a  *b  ruht),  einen  dritten  Punkt  6,  wobei  a  ♦  6 
^  a  *  b  ist:  so  wird  dieser  außer  aabb  sein. 

§  2 

Brei  eine  Ebene  bestimmende  Punkte  a*b  ^  c  sind  gegeben:  man  soll 
einen  Punkt  außer  dieser  Ebene  finden. 

Auflösung.  Man  beschreibe  den  Qabc,  nehme  einen  Punkt  6  von 
O  ^ b c  außer  c  und  im  Falle  derselbe  in  abbc  ist  (was  sich  dadurch  zu 
erkennen  giebt,  daß  0<-ib6  mit  a  ♦  b  *  c  nur  [noch]  den  Punkt  c-  ge- 
mein hat),  einen  dritten  Punkt  von  O  <^ b c :  dieser  ist  außer  abbc. 

§  3 

Ein  außer  abbc  fallender  Punkt  h  von  Qtibc  ist  gegeben:  das  Bild 
desselben  in  a  *b  *  c  m  finden. 

Auflösung.  Beschreibt  man  O^cb  oder  Qbcb:  jeder  von  diesen 
bestimmt  in   seinem  Schnitte  mit  0<^bc   den  gesuchten  Punkt  (Bild). 
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§4 

Zivei  Punlie  a,  h  sind  gegeben:  man  soll  um  den  Einen  a  die  durch 
die  Ändere  h  gehende  Ktigelfläche  finden. 

Auflösung.  Man  suche  einen  Punkt  c  außer  aabb,  beschreibe  den 
Qacb  und  drehe  diesen  um  a  *b:  so  erhält  man  einen  Äbsclinitt  von 
Qah  oder  einen  sphärischen  Kreis.  Dreht  man  diesen  Abschnitt  um  a 
und  seinen  eigenen  Grenzpunkt:  so  erhält  man  einen  weiteren  sphä- 
rischen Kreis,  dessen  sphärischer  Strahl  doppelt  so  groß  als  der  des 
Vorigen  ist.  Fährt  man  so  fort:  so  wird  man  einmal  die  ganze  Kugel 
haben,  und  zwar,  wenn  c  zufällig  in  der  durch  a  auf  aabb  l_ten  Ebene, 
folglich  Qach  ein  Hauptring  auf  Qah  ist:  so  findet  man  durch  Um- 
drehung Oach  um  a*h  sogleich  Qah]  sonst  aber  erst,  nachdem  der 
sphärische  Strahl  =  oder  >  \  des  Hauptrings  der  O  geworden  ist. 


Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  drei  gegebene  PunMe  a*  b  *  c 
enthalte. 

Auflösung.  Falls  alle  drei  Punkte  in  einer  Geraden  sind,  suche 
man  einen  auf  der  Letzteren  seienden  Punkt.  Sei  demnach  a  ^  b  *  c 
eine  Ebene  bestimmend.  Man  denke  einen  Punkt  6  außer  abbc,  das 
Bild  e  von  ö  in  a*b  *  c,  einen  beliebigen  neuen  Punkt  f  von  Qabc 
(welcher  stets  außer  abbc  *  ööee  fällt);  suche  das  Bild  g  von  f  in  a  *  b 
*  c;  beschreibe  den  O^^^  oder  Qbeb  (da  c  sowohl  als  f,  nicht  aber  a 
hierbei  stets  außer  ööee  fallen  wird),  und  drehe  diesen  um  f  *  g,  um: 
so  entsteht  entweder  ein  Kreis  oder  eine  Krone,  je  nachdem  ffgg  den 
Qbec  trifft  oder  nicht;  indem  jede  der  beiden  Hälften,  worein  Qb^c 
durch  fccg  »=4  fbbq,  =  feeg  getheilt  wird,  im  ersten  Fall  einen  Kreis,  im 
zweiten  eine  Krone  erzeugt.  Dreht  man  das  soeben  Erzeugte  abermals 
um  ö  *  e:  so  findet  man,  falls  ffgg  den  Qbec  nicht  trifft,  sogleich  einen 
neuen  Kreis;  schneidet  aber  ffgg  den  Qbec  inwendig  in  Ij,  in  der 
Entfernung  h  von  bbccc  (oder  was  dasselbe  ist  von  dem  Schnittspunkte 
der  bbcc  mit  abbc,  kurz  der  Mitte  i  von  öe):  so  ist,  wenn  der  Strahl 
von  Obcc  =  a  ist,  der  entfernteste  Punkt  des  Qbec  von  ffgg  um  b-^-a, 
der  nächste  um  a  —  b  [entfernt],  folglich,  wenn  man  das  zuvor  um  f  *  g 
Erzeugte  um  ö  *  c  dreht,  der  Strahl  des  innersten  Ringes  des  dadurch 
Gefundenen  =  a  —  2b,  des  äußersten  =  26  +  a.  Fährt  man  so  mit  der 
Drehung  jedes  bereits  Gefundenen  abwechselnd  nm  ö  *  e,  f  *  g  fort,  so 
ist  klar,  daß  der  Strahl  des  Loches  der  zu  erhaltenden  Krone  bei  jeder 
Drehung  um  b  abnehme,  der  Strahl  des  äußeren  aber  um  b  wachse, 
solange  Ij,  t  beide  im  Loche  sich  befinden.     Wenn  mb  das  gi-ößte  in  a 
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enthaltene,   a   nicht   übersteigende  Vielfache  von  h  Ijedeutet,   so  erhält 
man  bei  der  {m  +  l)ten  Drehung  den  Kreis. 

Auch  erhellt  aus  Obigem,  daß  [wenn  man]  zuerst  c  um  6  *  e  und 
sodann  jedes  um  ö  *  e  oder  f  *  9  Erhaltene  um  das  andere  umdreht, 
man  mit  dieser  Operation  lang  genug  fortfahren  könne,  um  jeden  ge- 
gebenen Punkt  a,  b,  c  von  ahhc  zu  erreichen. 

§  6 

Eine  Gerade  zu  finden,  ivelclie  zwei  gegebene  Funkte  enthalte  oder 
durch  zivei  gegebene  Punkte  a,  b  eine  Gerade  zu  ziehen. 

Auflösung.  Man  suche  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende 
Kreise,  deren  jeder  die  beiden  gegebenen  Punkte  a,  b  enthält:  so  ist 
ihr  Schnitt  eine  a  *  h  enthaltende  Gerade. 

Man  suche  nämlich  einen  von  b  verschiedenen  Punkt,  von  a  um 
a  *  b  abstehend,  und  falls  derselbe  in  aabb  ist,  einen  dritten  Punkt  c, 
wobei  a  *  c  ^  a  *  h  ist:  so  findet  man  jedenfalls  einen  Punkt  c  außer 
aahh  (bestimmt  a*h*c  eine  Ebene).  Man  suche  einen  anderen  Punkt 
von  Qahc,  und  im  Falle  derselbe  in  ahhc  ist,  einen  dritten  Punkt  ö 
von  Oo.hc:  so  findet  man  jeden  Falls  einen  zweiten  Schnittspunkt  e  be- 
sagter Ringe.  Man  suche  noch  einen  außer  ahhc  seienden  Punkt  f  von 
O  cibc,  und  dessen  Bild  g  in  a*h  *c  (den  zweiten  dem  0<^^^  und  Qac\ 
gemeinsamen  Punkt);  drehe  (da  hier  b,  c  außer  Ö6ee  sind)  den  O^^^ 
(oder  Qbth),  den  Weg  von  Qhtc  um  f  *g  und  dann  jeden  bereits 
erhaltenen  Weg  abwechselnd  um  f  ♦  y  oder  6  +  c,  bis  man  einen  a*h  *  c 
enthaltenden  Kreis  erhält. 

Auf  gleiche  Art  suche  man  einen  Kreis,  a  ^  h  und  einen  von  c  ver- 
schiedenen Punkt  von  Qahc  enthaltend.  Der  Schnitt  dieser  beiden 
Kreise  ist  dann  eine  durch  a  *  h  gehende  Gerade. 

§  7 

Von  jedem  gegebenen  [Punkte]  läßt  sich  in  der  That  entscheiden 
ob  derselbe  in  oder  außer  dem  O  eines  gegebenen  Punktes  um  zwei 
gegebene  Punkte,  der  Geraden  zweier  Punkte,  der  Kugelfläche  eines 
Punktes  um  eine  gewisse  Mitte,  der  Ebene  dreier  Punkte  sei  oder  nicht. 

Bei  dem  O;  einer  Q  zeigt  es  sich  von  selbst,  sobald  man  den  O 
oder  die  Q  wirklich  sucht:  für  den  Fall  der  Geraden  aahh  aber  (da 
man  solche  nie  ganz  erhalten,  also  auch  nicht  unmittelbar  a  posteriori 
durch  die  Anschauung  entscheiden  kann,  ob  c  in  oder  außer  aahh  sei), 
wenn  man  ah  etwa  über  b  hinaus  verlängert  und  hc  sucht,  wo  es  sich 
dann  offenbaren  wird,  ob  bc,  folglich  c  in  oder  außer  aabb  liege.    Für 
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ahbc   aber  erzeuge  man  einen  Kreis  durch   a  *h  *  c  und  einen  durch 
a  *  b  *  b,  so  wird  es  sich  gleichfalls  zeigen. 

§  8 

Drei  Punkte  sind  gegeben:  man  soll  entscheiden,  oh  sie  g  er  ad  liegen 
oder  nicht? 

§  9 

Vier  Punkte  sind  gegeben:  es  soll  entschieden  werden,  ob  sie  eben 
liegen  oder  nicht? 

§  10 

Ztvei  Punlde  a  *  h  sind  gegeben:  man  soll  durch  den  (mit  Einem 
von  a  *h  i=^  sehen  oder  von  jedem  derselben  verschiedenen)  Punkt  c  (und 
zwar,  Falls  c  in  aabh  ist,  in  jener  Ebene  durch  a  *b,  ivorin  ein  gegebener 
außer  aabb  befindlicher  Punkt  ist)  die  Lfe  [Gerade]  auf  ab  ziehen. 

[Auflösung.]  Fällt  c  außer  aabb:  so  beschreibe  man  den  Qabc,. 
erzeuge  und  erweitere  einen  0  durch  a*b  *  c,  bis  solcher  den  Qabc 
zum  zweiten  Male  schneidet.  So  hat  man  zwei  Punkte  der  gesuchten 
Lten  auf  ab,  wonach  man  von  der  Lten  selbst  ein  so  langes  Stück 
finden  kann,  als  man  will. 

Erscheint  aber  c  in  aabb:  so  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  6 
außer  c  in  aabb  und  jenseits  c  in  aabb,  [und  findet]  indem  man  die 
Qcb  sucht,  den  anderen  Schnittspunkt  e  von  Qcb  mit  aabb.  Suche 
um  b  die  Q  eines  beliebigen  als  öc  >ren  [Strahls],  am  besten  aber 
durch  e  selbst.  Suche  eine  beliebige  Linie  um  c  von  b  bis  zu  dem 
Punkte  f  innerhalb  ec6,  wo  cf  ^  c6  ist:  so  schneidet  jene  die  Qbt. 
Der  Schnittspunkt  [sei]  p.  Erzeuge  abbf,  so  ergiebt  sich  der  Schnitt  2i 
davon  mit  O^^-  Suche  den  Qabip:  so  ist  jeder  der  Schnittspunkte 
dieses  [Ringes]  mit  7X  ein  zweiter  Punkt  (nebst  c)  der  verlangten  durch 
c  in  abbQ  auf  ab  Lten. 

Eleganter  wird  jedoch  die  Auflösung  der  Aufgabe  und  in  der  Aus- 
führung am  zuverlässigsten,  wenn  man  auch  den  Schnitt  der  0)bc  mit 
abbg,  sucht  und  sodann  QD-  Bei  der  vorigen  Linie  um  c  von  b  bis  f 
könnte  die  Linie  in  jeder  Entfernung  vom  Schnitts O  beider  OO  inner 
der  ®6e  beliebig  nahe  der  O  kommen,  und  man  würde  einem  groben 
Irrthum  sehr  ausgesetzt  sein. 

Von  der  durch  c  auf  ab  Lten  [Ebene]  erhält  man  schon  einen  O? 
sobald  man  c  um  ab  dreht,  wonach  jene  Ebene  um  jeden  ihrer  Punkte 
herum  nach  Belieben  erweitert  werden  kann,  und  Falls  c  in  aabb  ist, 
gibt  der  Schnitt  beider  dortigen  OO  gleichfalls  einen  O  f^er  durch  c 
auf  ab  auf  Lten  Ebene. 
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Andere  Auflösung.  Man  findet  auch  eine  Lte  durch  c  auf  ab 
ohne  aabb  über  c  hinaus  zu  verlängern,  wenn  man  willkürlich  e  außer 
ciabb  annimmt,  eö  L  ab  zieht,  um  c  im  Abstände  =  ö  ♦  c,  um  ö  im 
Abstände  =c*e  OO  erzeugt:  der  Schnitts O  beider  liegt  offenbar  in 
der  durch  c  auf  ab  Lten  Ebene,  wo  er  usw. 

§  11 

Brei  eine  Ebene  bestimmende  Punkte  a  ^  b  *  c  sind  (/eyeben:  man 
soll  durch  den  gegebenen  Piinli  b  auf  die  Ebene  abbc  eine  \_te  ziehen. 

[Aufl'jsung.']  Beschreibt  man  um  jedes  von  zwei  Paaren  von  a,  b,  c, 
z.  B.  [sowohl]  um  a  ♦  b  als  um  a  *  c,  den  O  aböi  wie  auch  den  O  ^crö  und 
sucht  den  anderen  Schnittspunkt  dieser  OO:  so  hat  man  das  Bild  von  ö 
für  a  *b  *  c  (selbst  ohne  etwas  von  abbc  erzeugt  zu  haben)  gefunden,, 
wonach  man  ein  beliebig  langes  Stück  von  der  auf  abbc  Lten  6öee 
suchen  kann. 

Denselben  Punkt  e  geben  auch  0"bö,  Obch.,  wie  auch  O  <i»-"ö> 
Obc6,  kurz  der  O  durch  6  um  ein  beliebiges  Paar  Punkte  von  a,  b,  c 
mit  dem  O  ^  um  eines  der  beiden  anderen  Paare.  Es  ist  6  *  e 
jedem  der  3  CO  gemein,  und  selbst  jede  zwei  dieser  CO  haben  nur 
6  *  e  gemein.  Sonach  kann  bei  der  wirklichen  Ausführung  eine  Un- 
richtigkeit des  Verfahrens  hierbei  daraus  erschlossen  werden,  wenn  ir- 
gend eines  der  beiden  anderen  O  Paare  einen  vom  vorgefundenen  ver- 
schiedenen Punkt  für  e  angiebt;  obschon  nicht  umgekehrt  die  Folge  ist,. 
daß,  selbst  wenn  auch  durch  jedes  Paar  CO  sich  ein  nämlicher  Punkt 
ergiebt,  dieser  wirklieh  sich  am  rechten  Ort  befinde.  Es  könnte  näm- 
lich bei  jedem  der  drei  C'O  ein  Fehler  begangen  werden. 

Übrigens  wird  so  die  Aufgabe  bloß  durch  zwei  CO  gelöst,  dahin- 
gegen wenn  mau  zuerst  eine  begrenzte  Gerade  fg  in  abbc,  darauf  die 
Lte  öfj  durch  6  aus  dem  Fuße  I7  dieser,  wo  61?  nicht  selbst  \_abbc  ist, 
was  daran  erkannt  wird,  daß  im  Bejahungsfälle  eines  beliebigen  Punktes 
von  abbc  O  um  M]  ganz  in  abbc  liegt,  widrigenfalls  aber  in  abbc 
höchstens  zwei  Punkte  hat,  in  abbc  die  Lte  f  I  endlich  durch  ö  auf  fl fällt; 
oder  indem  man  einen  Punkt  c  jenseits  abbc  von  6  aus  annimmt,  drei  von 
ö  um  6e  abstehende  Punkte  f,  g,  Ij  von  abbc  und  sodann  [einen  Punkt] 
um  jedes  von  f,  g,  I)  in  gleichem,  wenigstens  jedes  von  Ifg,  -sftj,  |-gf?  an 
Größe  erreichenden  Abstände  sucht,  den  man  für  Einen  derselben,  etwa  f, 
unter  voriger  Bedingung  so  angenommenen  Punkte  f ,  daß  ff  >  |^f g 
und  >yfl?  sei  (was  nun  dadurch  erzielt  wird,  daß  man  sogleich  ff 
nicht  <  sondern  wenigstens  =  fg,  f  t;  nimmt)  für  wenigstens  einen  der 
beiden  andern  Punkte  g,  i?  erst  noch  suchen  muß,  sobald  nicht  wenig- 
stens   zwei  von  fg,  gl),  fjf  =  sind.     Denn  nimmt  man  auch  (um  doch 
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diese  Construction  mögliclist  zu  vereinfachen)  in  diesem  Falle  bei  der 
größten,  etwa  fg,  von  fg,  qI},  i}j  den  Punkt  f  in  dem  andern  Endpunkt  9 
selbst,  wodurch  zwar,  wegen  gf  ==  fg,  man  zugleich  für  g  einen  um  fg 
entfernten  Punkt  hat:  so  kann  dabei  doch  die  Construction  eines  eben- 
so vom  dritten  Punkte  ii  abstehenden  Punktes  keineswegs  erspart  werden; 
außer  man  will  in  die  Constructions-Lehre  auch  noch  einführen  und 
verlangen,  daß  ein  solcher  Punkt  unmittelbar  durch  bloße  Vheriragung 
schon  des  f  *  g  mit  f  in  t}  sich  ergebe,  was  zwar  auch  gestattet  werden 
kann,  aber  nicht  nach  der  gewaltsamen  Idee  im  Tentamen,  vermöge 
welcher  von  einer  Beschränkung  des  Weges  des  übertragenen  auf 
einer  Ebene  die  Rede  ist  (solche  gefordert  wird  bei  dem,  was  dort  geo- 
metrische Construction  im  engeren  Sinne  genannt  wird).  Sein  ganzes 
System  ist  überhaupt  nicht  das  sein  müssende  und  kann  es  bei  so 
gebrechlichen  Grundlagen  und  schwankenden  Ansichten  auch  gar 
nicht  sein. 

Die  drei  gleichen  OO  um  f,  g,  Ij  [haben]  entweder  einen  oder 
zwei  zur  gesuchten  Lten  durch  b  gehörige  Schnitte.  Bei  Letzteren 
fällt  einer  wenigstens  stets  außer  ö;  im  ersten  Falle  fällt  der  eine  ge- 
meinsame Punkt  in  abbc,  somit  gleichfalls  außer  6:  die  genannte  Senk- 
rechte wird  also  durch  b  und  diesen  Punkt  stets  bestimmt. 

Oder  errichtet  man  vorläufig  durch  einen  beliebigen  Punkt  c  in 
abbc  die  l_te  auf  ahhc,  führt,  falls  ecff  nicht  schon  ö  enthält,  durch 
e,  f,  b  eine  Ebene  öeef,  sucht  den  Schnitt  dieser  mit  abbc  und  zieht 
endlich  durch  b  auf  cg  die  l_te:  so  ist  zwar  diese  auch  \_abbc.  Und 
so  lassen  sich  unzählige  [Constructionen  angeben].  Allein  wie  weit- 
läufig und  beschwerlich  gegen  jene  höchst  einfache!  wo  durch  zwei 
bloße  00  das  schon  bewerkstelligt  wird,  was  hier  bei  der  ersten  Con- 
struction nur  erst  durch  2  OO  *^>*^  2  QQ,  bei  der  zweiten  durch 
drei  OQ  und  drei  beliebige  Linien  um  b  usw. 

§  12 
Durch  einen  Punkt  c  in  einer  Ebene  wird  auf  dieser  die  L_te  ge- 
zogen  entweder  mittelst   dreier  OO?   deren  Mitten  in   der  Ebene  von 
c  ^  abstehen  oder  indem  [man]  durch  c  auf  eine  beliebige  cb  in  ab bg 

die  Lte  Ebene  und  in  dieser  auf  deren  Schnitt  mit  abbg  die  L_e  zieht 

ö 

oder   nach  i.     Kurz:  die  L_te  [Gerade]  sowohl  als  die  Lte  Ebene 

c  c 

auf  eine  Gerade  durch  einen  Punkt  außer  ihr  wie  auch  die  Lte  auf 
eine  Ebene  durch  einen  Punkt  außer  ihr  lassen  sich  nach  §§  [10  und  11] 
höchst  einfach  bestimmen.     Und  durch  einen  Punkt   in   einer  Geraden 
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erhält  man  hierauf  die  Lte  Ebene  wie  auch  in  einer  gegebenen,  diese 
Gerade  enthaltenden  Ebene  die  Lte  [Gerade],  ferner  durch  einen  Punkt  in 
einer  Ebene  die  Lte  auf  diese  höchst  einfach,  wenn  man  durch  irgend 
einen  Punkt  b  außer  derselben  Geraden  eine  Lte  öe  auf  sie  und,  nach- 
dem man  den  Schnitt  e  dieser  ]nit  jener  Geraden  gefunden  hat,  um  c 
mit  eö,  um  e  mit  cö  OO  erzeugt,  deren  gemeiner  O  die  durch  c  auf 
ab  L_te  Ebene  enthalten  und  dadurch  bestimmt  werden  muß;  die  zwei 
Schnittspunkte  aber  desselben  O  mit  abbg  in  der  durch  c  auf  ah  Lten 
sind  und  solche  bestimmen. 

Durch  einen  Punkt  c  in  einer  Ebene  wird  ebenfalls  die  Lte  auf 
diese  gezogen? .... 

§  13 

Aufgabe.  Drei  eine  Ebene  bestimmende  Punkte  a  *  b  *  c  sind  gegeben: 
man  soll  durch  zwei  gegebene  PunMe  ö  *  e  eine  auf  ahbc  Lfe  Ebene 
fällen. 

Man  führe  durch  ö  (oder  e)  die  Lte  6f  auf  abbc:  so  ist,  wenn  e 
außer  6öff  ist,  nur  öecf  von  der  verlangten  Eigenschaft,  [nämlich] 
Labbc.  Ist  aber  e  in  ööff:  so  ist 
jede  öf  enthaltende  Ebene   Labbc. 

Sobald  man  eine  Le  [öe]  auf 
(eine  Ebene  oder  Gerade  mn)  2t  hat: 
so  erhält  man  auch  die  Le  auf  2i 
durch  jeden  Punkt  von  71,  wenn 
man,  Falls  bc  (Fig.  4)  die  2t  in  g 
trifft,  den  g  *  mn  *  öe,  f  *  pq  *  t^f 
überträgt    (an   f  applicirt)    und   so-  p.    ^ 

dann  pq  v  I^f  so  um  f  dreht,  daß  fq 

in  fgg  falle  (was  man  mit  demselben  Rechte  fordern  kann,  als  die 
Übertragung,  und  auch  allgemein  bei  Euklid  angenommen  ist,  geschieht 
jedoch  bloß  bei  Beweisen).  Hiernach  wird  Ijf  L  mn,  und  braucht 
nur  noch  um  mn  in  mööe  hineingedreht  zu  werden,  falls  l)  dabei 
außer  mööe  kommt. 

Zwar  kann  man,  so  wie  die  Hineindrehung  der  fq  um  f  in  fgg 
gleichbedeutend  ist  damit,  daß,  wenn  man  annimmt,  daß  in  Gfq,  wenn 
diese  von  ft^Ij  in  r,  von  fgg  in  s  getroffen  wird,  zu  q*r*s  ein  Punkt  t 
da  sei,  wobei  s  *  t  ^^  q  *  r  ist,  was  sich  zwar  aus  dem  Schnitte  von 
Ofq  mit  Q  um  s  durch  einen  beliebigen  um  q  ♦  r  von  s  abstehenden 
Punkt  ergibt,  mit  gleichem  Rechte  auch  annehmen,  daß  [es]  auch  in 
der  Ebene  m66c,  sft  =  qff?  gebe,  was  zwar  wieder  dasselbe  ist,  als  auf 
dem  Ofq  durch  s  den  Punkt  t,   wobei  s*t  =  q*r  ist,  als  unmittelbar 
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findbav  anzunehmen,  was  sich  jedoch  durch  den  Schnitt  des  Of«-1  durch 
r  mit  dem  O  imi  s  in  niööc  in  der  Weite  q  ♦  r  ebenfalls  ergibt.  Diese 
ganze  Construction  ist  aber  viel  verwickelter,  als  die  in  §  [11]  gelehrte, 
und  sonach  wohl  interessant,  hinsichtlich  der  Änivendung  aber  nicht  zu 
empfehlen.  Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Aufgaben  über  die  zu  ein- 
ander L_  liegenden  Orter. 

Anmerlxung.  Auch  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  Falls  bei  zwei 
fortlaufenden  Orten  das  Dasein  eines  Schnittes  erkannt  ist,  man  um 
keine  Zeit  zu  zersplittern,  sobald  mau  den  Einen  erweitert  hat,  die 
Operation  der  Erweiterung  sogleich  bei  dem  Andern  vornehme,  um  zu 
sehen,  ob  nicht  schon  die  erzeugten  Stücke  sich  treffen. 


Dritter  Tlieil:  [Winkel,  Vielecke] 

Erklärung  einiger  zur  Abkürzung  und  leicliteren  Uebersicht 
zu  gebrauchender  Zeichen 

aabb  bedeute,  (wie  schon  in  §  [10  des  ersten  Theiles]  gesagt  wurde) 
nur  alle  mit  a  *  b   in  einer   Geraden    seienden  Punkte;    oder 
jene  Gerade  durch  a  *  b,  welche  jede  andere  derlei  enthält. 
abb  nur    der    durch    a    halbirten  aabb  jene   Hälfte,    welche   den 

Punkt  b  enthält. 
aab  nur    die    andere   Hälfte    der    in   a   halbirten  aabb,   worin    b 
nicht  ist. 
ab  nur  das   der    abb,  baa   Gemeine;    nämlich    die    von   a   bis  b 
reichende  Gerade. 
abbc  (wie  gleichfalls  bereits  in  §  [13  des  ersten  Theiles]  gesagt  wurde) 
nur  alle  mit  den  (als   nicht  in  einer  Geraden  seiend  voraus- 
gesetzten) Punkten   a  *  b  i'  c  in   einer  Ebene    seiende  Punkte; 
oder   jene   Ebene   durch    a*b  *  c,    welche   jede    andere    derlei 
enthält. 
abcc  nur  der  durch  aabb  halbirten  abbc  den  Punkt  c  enthaltende 
Hälfte. 
A  abc,  indem  c  als  außer  aabb  seiend  vorausgesetzt  wird,  nur  jenes 
der  beiden  Stücke,  worein  abcc  durch  bcc  zertheilt  wird,  auf 
dessen   Grenze    baa    ist    oder    den    ebenen    oder    geradlinigen 
Winkel  der  ba,  bc  wovon  nur  baa,  bcc  die  Schenkel  heißen, 
und  b  der  Scheitel  ist.     Man  könnte  auch  unter 
abc  bloß  baa*  bcc  verstehen,  die  Gabel  genannt  werden  könnte. 
(Ist  ö    wo    immer    in    baa,   so  ist  nur,   wenn   c   in    bcc    ist, 
6bc  t==i  abc). 
abc6,  wenn  6  inner  abc  ist,   nur  das  den   AA  cba,  beb  Gemeine; 
abcb,  wenn  ö  außer  abc  ist,  nur  das,  was  der  abcc,  bcbb  gemein 
ist.     Liegt  ebb  inabc,  so  ist  abcb  das  zwischen  ba,  cb  be- 
gi'iffene  Stück  von  bcaa,  bacb   aber,   wenn   dabei  auch  bcc 
in  6 ab  liegt,  das  zwischen  bbaa,  ccbb  enthaltene  Stück  der 
abbc,  abcc,  cbbb.     Schneiden  sich  aber  bbaa,  izbb  in  dem 
Punkte  0,   so  ist  offenbar  (der  Schnitt  möge  wo  immer  statt 
haben)  bacö  n=i  boc;  abcb  aber  nur,  wenn  o  in  baa  {bcaa) 
ist,  t==i  obco  i=<Aobc. 
ab  =^  cb  nur  wenn  b  [so]  in  acbb  ist,   daß  cab  =  acb  sei,   oder  daß 
a,  c  in  aabb,  ccbb  gleichhoch  stehen.    (Nur  wenn  b  in  acbb 
und   cab  =  acb   ist,   heiße  a  in  aabb  so  hoch  liegend,  als  c 

in  ccöö). 

17* 


§1 

Ist  c  außer  aahb,  so  ist  von  acc  nur  a  in  aabb,  acc  liegt  aber 
ganz  in  abcc  und  theilt  dasselbe  in  zwei  Stücke,  welche  (ebene)  Winkel 
heißen,  und  deren  Einer  bac  ist.  Ferner  liegt  bc  sowohl  in  abcc,  als 
in  acbb,  ist  also  diesen  beiden  Halbebenen  gemein.  Denn  entweder 
fällt  die  Verlängerung  aee  Yon  ca  in  die  Un-c- Seite  der  abbc  von 
aabb  an  (in  jene  nämlich,  wo  c  nicht  ist):  so  ist,  wenn  ö  in  der  Verlänge- 
rung von  ba  ist,  der  abcci=^bac *  cab,  acbbi=ibac*ba^  ohnedies  nur 
bac  gemein.  Und  fiele  die  Verlängerung  von  ca  in  abcc:  so  fiele  selbe 
entweder  in  cab,  wie  äff,  oder  in  cab,  wie  agg.  Im  letzten  Falle  wäre 
zwar  g,ab*bac  das  den  abcc^=^bac  *  cag,*  g,ab,  acbbp=ig,ab*  abb  *bac 
Gemeine;  also  könnte  bc  nur  durch  a  in  g,ab  übergehen,  weßfalls  aber 
bc  zugleich  in  baa,  caa  fiele,  was  der  Voraussetzung  gemäß  nicht  sein 
kann.  Im  zweiten  Falle  wäre  fab  *  bac  das  Gemeine;  aber  bc  müßte 
aus  gleichem  Grunde  in  baf  fallen,  wobei  sie  aber  den  Punkt  c  offen- 
bar nicht  enthalten  könnte,  was  sich  widerspricht. 

Die  Verlängerung  von  ca  kann  weder  in  cab,  noch  in  caö  fallen, 
da  sie  dort  im  ersten  Falle  die  cb,  hier  die  cb  nochmals  schneiden 
müßte,  was  hier  nicht  Statt  haben  kann.  Oder  die  Verlängerung  von 
ca  liegt,  weil  sie  die  bc  nicht  noch  einmal  schneiden  kann,  außer  bac. 
Ist  nun  e  ein  beliebiger  Punkt  davon:  so  muß  be  in  bca  fallen,  welches 
nicht  der  Fall  wäre,  wenn  e  in  ca6  wäre,  da  in  diesem  Falle  be  die 
acc  durchschneiden  müßte. 

Schon  auf  diese  Art  folgt  demnach  einfach  und  elegant:  daß  die 
Verlängerimg  jeden  Schenkels  caa  eines  jeden  A  bac  über  den  Scheitel 
a  hinaus  auf  die  andere  Seite  des  zweiteyi  verlängerten  Schenkels  aabb 
falle,  oder  daß  wenn  zivei  absolute  Geraden  bbaa,  ccaa  etwas  (tvas  nur 
ein  Punkt  z.  B.  a  sein  kann)  gemein  haben:  so  liegt  die  eine  (von  a 
anfangende)  Hälfte  z.  B.  abb  jeder  bbaa  derselben  Geraden  auf  einer 
die  Ändere  auf  der  andern  Seite  der  andern  Geraden,  kurz,  sie  durch- 
schneiden sich. 

§  2 

A  bedeute  nur  soviel  als  einen  Winkel.  Die  Schenkel  des  A  bac 
heißen  nur  abb,  acc]  dessen  Scheitel  aber  nur  b. 

Die  in  gleichen  Winkeln  um  die  Scheitel  t^on  einem  Schenkel  bis 
zum  Ändern  mit  beliebigen  Strahlen  beschriebenen  Kreis -Bogen  sind  der 
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Gleichheit  der  Erzeugung  wegen  offenbar  gleich.  Und  umgekehrt  schließen 
die  von  den  Endpunkten  gleicher  Bogen  nach  der  zugehörigen  0  Mitte 
gehenden  Geraden  (aus  gleichem  Grunde)  gleiche  A  A  ein.  Hiernach 
können  denn  jede  2  A  A  offenbar  so  wie  die  Stücke  derselben  oder 
gleicher  gleichförmiger  Linien  verglichen  oder  jeder  A  als  eine  Größe 
betrachtet  werden,  wenn  man  darunter  ein  Stück  der  Ebene  versteht; 
nennt  man  aber  bloß  baa*hcc  einen  A:  so  ist  ein  A  nur  insofern  eine 
Größe,  daß  man  auf  die  obige  Art  die  gleich  strahligen  Bogen  davon 
vergleichen  kann. 

§3 

Aabc  oder  abca  bedeute  das  Dreieck  ahc,  nämlich  jenes  der  durch 
bc  geschiedenen  Stücke  von  bac,  wo  a  ist.  Nur  ab,  aCfbc  heißen  Seiten 
des  Aabc;  nur  bac,  abc,  acb  dessen  Winkel  und  nur  a,b,c  dessen 
Scheitel.  Jeder  Winkel  eines  jeden  Dreieckes  enthält  also  sowohl  das  A 
seihst,  als  die  dritte  (nämlich  außer  dem  Scheitel  desselben  As  liegende) 
Seite;  oder  jeder  Sckenkel  desselben  fällt  in  dieselbe  der  durch  den  anderen 
Schenkel  bestimmten  Halbebenen,  worin  die  dritte  Seite  liegt.  Kürzer; 
Jede  zivei  Seiten  jeden  Dreieckes  liegen  auf  derselben  Seite  der  dritten 
Seite. 

§4 

Definiert  wird  jeder  Winkel  auf  die  einfachste  Art,  sobald  man 
das  Verhältnis  eines  seiner  Bogen  zum  zugehörigen  ganzen  Ringe  oder 
unmittelbar  das  Verhältnis  des  A  selbst  zur  ganzen  Ebene  angiebt.    Die 

Halb-,  Viertel-,  und  allgemein  -^  der  Ebene  (die  Theilung  im  obigen 

Sinn   verstanden)   für  jede   Anzahl  n  lassen  sich  auch  durch  reine  Be- 
trachtung  von  Orten,  ohne  Beimischung  des  Begriffes  von  Zahlen  de- 
finieren.    Deshalb  kann  man  auch  eben  so  wohl  die   A  A   als  Größen 
auf  die  rechten  A  A  als  Vergleichungs-Maß 
beziehen,    d.  i.    selbe    durch  Angabe    ihres  b. 

Verhältnisses   zu  R  (R  als  Orf)   definieren. 

§5 
Sind  cb  (Fig.  5)  inner  abbb  aus  einem 

beliebigen  Punkt  c  in  ab,  und  c^  inner  beb:  ^ 

so  besteht  freilich  abhb  sowohl  acb  *  beb  ^-    , 

i)ig.  a. 

als  t=(  acc  *  acb,  t=i  acb  *  öce  *  ecb,  und  auch 

offenbar  abbb  =  acb  *  beb  =  acb  *(6cc  *tcb)  =  act*zcb  =  {acb*bcz) 
*  ^cb  und  somit  auch  acb  *  beb  ohne  Zweifel  =  ac^  *  ecb.  Aber  ob 
beb  =  acb,  somit  auch  ob  aez  *  ecb  =  2R  sei,  muß  erst  erwiesen 
werden;  dadurch  erhält  der  Beweis  erst  Stärke;  woohne  derselbe  nichts 
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weiter  sagt,  als   daß  sowohl  ce  als  cb  dieselbe  abbb   entzwei  theilen, 
was  denn  doch  vorausgesetzt  [ist],  also  keiner  Frage  unterliegt. 

§6 

Bedeutet  jedes  von  A,  B  eine  beliebige  stete  Größe,  und  entspricht 
jedem  solchen  unscheidbaren  Theile  einer  jeden  von  A,  B,  wodurch 
die  betreffende  Größe  in  zwei  gleichartige  Größen  zerfällt,  ein  gewisser 
derlei  Theil  der  Anderen;  und  entsprechen  dabei  jeden  gleichen  Stücken 
von  A  gleiche  Stücke  von  B,  und  umgekehrt:  so  sind,  wenn  hierbei 
dem  Stücke  a  von  A  das  Stück  h  von  B  zugehört,  A,  B,  a,  h  pro- 
portionirt. 

Denn  nimmt  man  von  A  die  größtmögliche  Anzahl  dem  a  gleicher 
aneinander  gereiheter  Stücke  weg:  so  wird  entweder  A  erschöpft  oder 
es  bleibt  ein  Rest  <  a,  und  im  ersten  Fall  wird  offenbar  auch  B  (durch 
eben  so  viele  dem  h  gleiche  Stücke)  zugleich  erschöpft.  Kurz,  mißt 
man  A  durch  a,  B  durch  b  zugleich  aus:  so  wird  offenbar  dort  und 
hier,  von  A  wie  von  B  zugleich  ein  oder  kein  Rest  bleiben,  woraus 
die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt. 

Jede  zwei  A  A  verhalten  sich  demnach  ivie  deren  mit  heliehigen 
Strahlen  beschriebene  Bogen. 


Nur  jede  von  Geraden  oder  Seiten  begrenzte  ebene  Figur  heißt 
Vieleck  (Polygon),  und  zwar,  indem  n  eine  beliebige,  zwei  übersteigende 
Anzahl  bedeutet,   ein  n-Ecli,  wenn   es  n  Seiten  (folglich  eben  so  viele 

Ecken  hat).  Seiten  des  Vielecks  heißen  nur 
diese  sie  begrenzenden  Geraden;  ein  Winkel 
desselben  aber  heiße  nur  jeder  von  zwei  an 
einauderstoßenden  Seiten  gebildete  Winkel,  wenn 
irc^end  ein  Ausschnitt  davon  in  das  Vieleck 
fällt;  sonst,  wenn  nämlich  kein  Ausschnitt  be- 
sagten Winkels  ganz  in  das  Vieleck  fällt,  heißt 
derselbe  nicht  A,  sondern  der  Best  der  Ebene 
(den  man  zur  Unterscheidung  einen  eingehenden 
A  nennen  kann)  Winkel  des  Vielecks.  Ist  z.  B. 
b  (Fig.  6)  inner  cah:  so  sind  acb,  cab,  ebb,  aber  nicht  abb,  sondern 
der  Rest  der  Ebene  (den  man  in  Bezug  auf  dieses  Viereck  auch  den 
inneren   A  abb  heißen  kann)  die  A  A. 

Ordentlich,  regelmäßig  oder  vollkommen  (besser  recht,  gleichförmig, 
symmetrisch)  heißt  nur  jedes  sowohl  gleichseitige  als  gleichwinkelige 
Viereck. 


Fig.  6. 
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§8 

Man  bezeichnet  ein  Vieleck  vollkommen  durch  Nennung  aller  auf 
einander  folgenden  Scheitel,  wenn  man  nur  dabei  zuletzt  den  zuerst 
genannten   wieder  nennt,  so  z.  B.  bezeichnet  öacbö  nur  abca  *  bbcb. 

Welche  Winkel  dabei  zusammengehören,  wird  auch  bei  dem  Über- 
gang zum  Nachbarn  erkannt;  welches  aber  die  inneren  Winkel  seien, 
wird  dadurch  entschieden,  daß  man  nachsieht,  ob  der  übrige  Theil  des 
Umfanges  (außer  den  zwei  Seiten  liegend  an  dem  in  Rede  stehenden 
Winkel)  oder  der  Weg  von  dem  Ende  a  der  einen  Seite  ba  bis  zum  Ende  b 
der  andern  [ob]  auf  dem  Umfange  des  Vielecks  jede  aus  dem  Scheitel 
b  in  abb  oder  jede  in  dem  Rest  der  Ebene  gezogene  unbegrenzte  Gerade 
[öpp]  so  schneide,  daß  bei  diesem  Portrücken  auf  dem  Umfange  keine 
der  erwähnten  Geraden  von  baa  bis  bbb  die  Letzte  sei,  sondern  6pp, 
wenn  es  auch  zuweilen  gegen  baa  zurückkehrt,  doch  wieder  vortvärts 
sich  dreht,  his  sie  endlich  nach  der  Bichtung  des  «-^  auf  Q  in  bbb 
seihst  fällt. 

Ohne  diese  Einschränkung  könnte  von  einer  gewissen  SteUe  an 
öpp  ganz  zurückkehren,  und  von  der  anderen  Seite  wieder  bis  zu  der- 
selben Stelle  kommen,  sodaß  jede  aus  b  in  ab 6b  gezogene  Gerade  den 
Umfang  schneiden  kann. 

Ohne  Bewegung  so:  sind  a,  b,  c,  .  .  .  die  auf  einander  folgenden 
Scheitel,  ab,bc,  cb,  .  .  .  die  Seiten,  deren,  von  der  zweiten  bc  angefangen, 
jede  mit  ihrem  Anfangspunkt  in  den  Endpunkt  der  vorigen  fällt:  so 
haben  entweder  je  zwei  Nachbarn  unter  den  AAbac,  cab,  6ae,  .  .  . 
(deren  jeder  Scheitel  a  ist  und  deren  Schenkel  bezugsweise  ab,  ac]  ac, 
ab;  ae  u.  s.  f.  bis  zum  Letzten  a^  sind)  nur  einen  Schenkel  gemein, 
längs  welchem  sie  aneinanderstoßen,  d.  i.  auf  dessen  entgegengesetzten 
Seiten  sie  liegen,  oder  bei  Manchen  derlei  Nachbarn  fällt  Einer  ganz 
in  den  Andern  (sie  können  sogar  auch  t=i  sein;  aber  bei  jeden  zwei 
dieser  nachbarlichen  AA  kann  derlei  nicht  Statt  finden,  bei  irgend 
zwei  wenigstens  müssen  sie  außer  einander  fallen,  weil  sonst  die  Linie 
fortliefe  und  kein  Vieleck  begrenzte).  Heiße  nun  bac  sowohl  als  cab 
im  ersten  Falle  vorwärts,  von  ab  gegen  ac  zu,  nach  der  A Bichtung 
von  ab  gegen  ac,  kurz  positiv  4^,  wo  >^  nur  einen  relativen  Begriff 
bedeutet;  widrigenfalls  heiße  cab  entgegengesetzt,  von  ac  nach  ab,  [ne- 
gativ] I — 1  liegend. 

Je  nachdem  nun  hierbei  von  bac,  cab,  welches  immer  von  den 
folgenden  bat,  eaf,  fag,  .  .  .  ganze  oder  in  Stück  in  den  A  fällt,  den 
der  zweite  Schenkel  des  vorhergehenden  A  mit  ab  macht,  das  von  ab 
und  dem  zweiten  Schenkel  des  letzten  A,  etwa  a^,  begrenzte.  .  . 
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§9 

Lehrsatz.  Jedes  Vieleck  [P]  abc6ef  .  .  .  [p]  a  läßt  sich  in  lauter  AA 
abtheilen.  Denn  man  ziehe  von  einem  beliebigen  Scheitel  a  eine  be- 
liebige Gerade  in  V  und  verlängere  selbe,  bis  sie  den  Umfang  schneidet. 
Fällt  jede  Gerade  von  a  nach  jedem  Punkte  des  Umfangs  U  in  V:  so 
ziehe  man  von  a  nach  jedem  der  übrigen  Scheitel  eine  Gerade;  dadurch 
wird  V  offenbar  in  w  —  2  AA  zerlegt.  Gibt  es  aber  eine  Gerade  von 
a  nach  einem  Punkte  m  des  U,  welche  nicht  ganz  in  V  fällt,  und  man 
geht  sodann  vom  Schnittspunkte  n  aus  der  Erstem  auf  einer  beliebigen 
Seite  des  Umfanges  auf  diesem  fort,  bis  in  m  :  so  giebt  es  (da  keine 
ganze  in  V  Fallende  die  letzte  ist,  indem  von  den  Grenzpunkten  jedes 
außer  V  fallenden  Stückes  von  am  offenbar  noch  Stücke  von  U  da 
sind,  durch  deren  jeden  Punkt  gezogen  die  Gerade  aus  a  eine  ähnliche 
Beschaffenheit  besitzt)  eine  erste  ganz  in  V  fallende  Gerade  von  a  nach 
einem  Punkte  von  U;  und  diese  muß  einen  von  jedem  von  a,  p,  b  ver- 
schiedeneu Scheitel  enthalten.  Es  gibt  demnach  aus  jedem  Scheitel 
eines  jeden  Vielecks  eine  ganz  in  V  fallende,  nach  einem  anderen  Scheitel 
gehende  Gerade.     Und  eine  derlei  heißt  Diagonale  des  Vielecks. 

Durch  jede  Diagonale  zerfällt  X)  in  zwei  Vielecke  von  wenigstens 
um  Eins  geringerer  Seitenanzahl.  Jedes  derselben  sowie  der  noch  etwa 
zu  erhaltenden  kann,  so  lang  es  kein  Dreieck  ist,  in  zwei  Vielecke  von 
noch  geringerer  Anzahl  der  Seiten  zerlegt  werden.  Dieses  Verfahren 
kann  offenbar  lang  genug  fortgesetzt  werden,  um  zuletzt  das  gegebene 
V  in  lauter  AA  aufgelöst  zu  erhalten. 

Für  Polyeder  ähnliche  Fragen:  Euler,  Legendre. 

§  10 
Ist  0  (Fig.  7)  in  ab,  ob  ^  oa,  c  außer  aabb  und,  in  der  von  abcc  ver- 
schiedenen der  Hälften,  worein  abbc  durch  aabb  getheilt  wird,  bo6  =  aoc 

(also  dabei  auch  oö  "^  oc),  endlich  c 
der  Schnittspunkt  von  cb  t=*  bc  mit 
aabb:  so  ist  c  auch  der  Schnittspunkt 
von  bc  mit  bbaa,  und  (der  Gleichheit 
der  Erzeugung  wegen)  a*ö*b*c*ö*e 
^  b  *  0  *  ö  *  c  *  e,  ae  r  1  be,  somit  c t=i  o, 
0  in  cb,  oder  oc  *  oö  bildet  eine  Gerade, 

Fig.  7. 

ob  eine  Verlängerung  von  co  oder  coo 
geht  durch  den  jenseits  aabb  in  Betreff  c  seienden  Punkt  b. 

Die  Schenkel  eines  beliebigen  A  durch  den  Scheitel  desselben  ver- 
längert befinden  sich  demnach  nicht  nur  (wie  in  §  3  bewiesen  wurde) 
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Fig.  8. 


jede  auf  der  anderen  Seite  des  anderen  Schenkels:  sondern  diese  Ver- 
längerungen bestimmen  selbst  einen  dem  vorigen  gleichen  sogenannten 
Sctieitelivinkel. 

Oder:  der  Satz  des  §  3  vorausgesetzt  müssen  sich,  da  gleiche 
AA  ojffenbar  gleiche  Scheitel  AA  haben,  aus  §  6  jeder  A  u  zu  seinem 
Scheitel  A  v  so  wie  jeder  A  zu  seinem  Scheitel  A  verhalten.  Demnach 
ist  u  '.V  =  V  :  u,  folglich  v  =  u. 

Oder:  die  Verlängerung  [von]  ho  muß  mit  oa  offenbar  einen  A  bilden 
=  jenem,  den  die  Verlängerung  von  co  mit  ob  macht.  Fiele  nun  jene 
außer  occ:  so  fiele  diese  (dem  §  3  zu- 
wider) mit  a  auf  dieselbe  Seite  von  ö6oo, 
demnach  usw. 

Oder:  wären  u,  v  ungleich,  so  wäre 
eines,  etwa  v,  größer.  Sei  hob  (von  v) 
=  aoc  (Fig.  8):  so  fällt  6o  verlängert  in  ~ 
abcc  sowohl  als  in  ocaa,  somit  in  oac, 
wo  denn  aof  =  v  ausfallen  müßte.  Nun 
ist  v=  aof  <(aoc  =  bo6),  das  Ganze  < 
als  dessen  Theil,  was  bei  (endlichen) 
Größen  nicht  sein  kann. 

Oder:  weil  offenbar  aoc  :  aoc  -f  coh  =  boe  :  boe  -t-  coa  und  aoc 
-f  cob  =  boe  +  coa  ist;  so  ist  auch  aoc  =  boe. 

Oder:  da  aoc  +  cob  =  eob  +  boe  und  boe  =  cob  ist:  so  ist  auch 
eob  =  aoc. 

Oder:  weil  aoc  +  cob  offenbar  =  cob  +  boe  ist;  so  folgt,  daß  boe 
=  aoc  sei. 

§  11 

Lehrsatz.  Jede  beiderseits  begrenzte  Gerade  ab,  tvie  auch  jeder 
Bing -Bogen  und  jede  Größe  hat  eine  Mitte  o  (wobei  nämlich  ao  ^  ob 
ist),  und  ist  sich  auch  umgekehrt  ^,  und  sivar  ab*o^ba  +  o,  somit 
oa  ^  ob. 

Daß  bei  einer  jeder  Größe  eine  Mitte  da  sei,  läßt  sich  auf  ähnliche 
Art,  wie  bei  einer  begrenzten  Dauer  nachweisen.  Ist  nun  ao^ob,  und  c 
so  in  obb,  daß  oc  (von  oh)D)  ^^  oa:  so  wäre,  wenn  oc  ^  ao  wäre  (der 
Gleichheit  der  Erzeugung  wegen)  auch  oa^co,  co^oa,  oc^ao,  was 
dem  Vorigen  widerspricht.  Demnach  ist  oc  ^  ao  ^  ob,  folglich  c  n=(  b, 
ob^oa,  ab*o^ba*o. 

Oder:  wäre  ha^ah,  z.  B.  ein  von  a  anfangendes  Stück  ac  (von 
a\>)^'ba'.  so  wäre,  wenn  cb  (von  ca)  auch  ^ha  wäre,  offenbar  das 
Stück  6c  (von  ah)  ^  ab. 
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Oder:  da  gleiche  Grerade  offenbar  auch  gleiche  Umkehr  haben,  muß 
ab  :  ba  iu  einem  von  ab  unabhängigen  Verhältnisse  stehen.  Folglich 
ist  ab  :ba  '^^  ba  :  ab  und  demnach  ba  =  ab. 

Oder:  Sei  um  a  (Fig.  9)  in  einer  beliebigen  Ebene  aabg^  durch  einen 
beliebigen,  weiter  von  a  als  b  von  a  entfernten  Punkt  c  von  abb  der  O 

und  von  b  in  gleicher  Weise  bb 
:^  ac  (wobei  b  in  acc  sei)  auch  ein 
O-  Ist  e  der  andere  in  baa  fallen- 
den Schnittspunkt  von  Qbb  mit 
aabb  und  f  von  O^c:  so  fällt, 
wegen  be  ==  af,  b  sowohl  als  e  in 
Qac]  b  ist  außer  Qac:  folglich  müssen  die  beiden  Umfange  wenigstens 
einen  Punkt  gemein  haben.  Da  ist  denn  nun  ^a  =  cjb  und  a,  b  sind 
beide  Punkte  desselben  um  g  in  aggb  durch  a  beschriebenen  Ringes; 
dessen  Bogen  ab  hat  nun  eine  Mitte  Ij;  und  es  ist  dabei  offenbar  I^ga 
=  Ijgb.  Nun  muß  gljl?  den  Umfang  des  A  ag^b  (t==(  QO.bg)  nebst  9  in 
wenigstens  noch  einem  Punkte  treffen;  ga  oder  gb 
kann  sie,  da  sie  schon  mit  Beiden  g  gemein  hat, 
nicht  mehr  treffen:  demnach  geht  gl^Ij  irgendwo,  etwa 
in  i,  durch  ab.  Nun  ist  auch  ga  ^E  gb,  gi  ^  sich 
selbst:  demnach  ist 

Atga^Aigb,  ta^tb,  gta^gib,  at^ib,  ii=io. 

§  12 
[Lehrsatz.]     Bei  jedem    Dreieck    ist   die  Summe 
siveier  A  A  <  2R. 

Beweis.  Sei  b  (E'ig.  10)  die  Mitte  von  ab,  c 
in  der  Verlängerung  von  cb  auf  jener  Seite  von  aabb,  wo  c  nicht 
ist,  bbe  ^  abc  (somit  bc^bc):  so  schneidet  ce  (t=i  ec)  die  aabb 
offenbar  in  b  selbst,  und  öc  *  öe  ist  eine  Gerade,  und  es  macht  bb 
einen   dem   abc   gleichen  Winkel   b 6 e. 

Ferner  ist  bac  -f  abc  =  abe  -f  abc 
^  2R  (da  nach  §  3  6be  -f  bbc  <  2R, 
also  =  cbe  ist,  da  nämlich  ce  in  eb6 
-\-  bbc  fällt).  Demnach  ist  auch  bac 
+  abc  <2R. 

Änderer   Beweis.     Sind    bac,    abb 

(Fig.  11)  in  verschiedenen  Gegenden  einer 

Ebene  in  Ansehung  aabb  liegend,  =  (wo 

bac,  abb  Wechselwinkel  heißen  können): 

Fig.  11.  so  ist  offenbar  5 bac  >-:  c ab ö.     Schnitte 


Fig.  10. 
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nun  bbb  die  acc:  so  schnitten  sich  auch  aac,  b66;  wo  denn  aacc, 
bbbb  zwei  Punkte  gemein  hätten,  ohne  t=i  zu  sein,  was  unmöglich  ist. 
Demnach  schneiden  sich  aacc  und  bbbb  nicht  und  bbbb  liegt  in  acbb. 

§  13 
Ist  e  (Fig.  11)  wo  immer  inner  bbb:  so  fällt  nach  §  12  ae  inner 
bac  (da  sie  wo  wohl  inner  acec  als  inner  abic  fallen  muß),  und  es  ist 
abe  +  bae  <  a[7e  + bac.   Demnach  auch  abe4- bac  <  2 R,  ausfällt.    Oder 
ist  abe  ein  A  und  bac  der  Wechsel winkel  zum  Neben- 
winkel abb  des  abc:  so  liegt  acc  in  abe,  ae  inner  bac. 

§  14 

Lehrsatz.  Bei  jedem  A  abc  stehen  gleichen  Seiten 
ab,  cb  gleiche  A  A  und  umgekehrt  gleichen  A  An 
gleiche  Seiten  entgegen. 

Beiveis.  I.  Ist  ca  =  cb  (Fig.  12):  so  hat  acb  eine 
Haibirgerade  cb,  wobei  es  aus  der  Symmetrie  erhellet, 
daß  abc  =  bac  sei. 

IL  Ist  abc  =  bac,  so  muß  die  die  ab  L  halbirende  Gerade  durch  c 
gehen  und  ca  =  cb  sein. 

§  15 

Ist  acb  ein  sphärisches  Dreieck  und  die  Seite  ca  =  cb:  so  gibt  es, 
wenn  der  Q  Mittelpunkt  o  heißt,  eine  den  sphärischen  Winkel  acb  hal- 
birende Ebene  occb,  in  Ansehung  welcher  jedes  von  cab,  cba  des  Anderen 
Bild  wird,  usw. 


Fig.  12. 


Anmerkungen  zum  zweiten  Teil 

Bei  den  folgenden  Anführungen  wird  der  erste  Teil 
dieses  Buches  mit  I,  der  zweite  mit  II  bezeichnet 

S.  5.  Zur  Theorie  der  Parallelen  vgl.  das  Urteil  von  Gauss  in  dem  Briefe 
vom  25.  November  1804,  I,  S.  44—45. 

S.  5.  Theorie  der  Parallelen^  Bemerkung  3  und  4.  Für  gerade  Linien, 
die  nach  beiden  Seiten  oder  nach  einer  Seite  unbeschränkt  verlängert  gedacht 
werden,  hat  Wolfgang  statt  der  hier  benutzten  schwerfälligen  Zeichen  ahoo 
und  abb'oo  im  Tentamen  die  Zeichen  ah  und  ah  eingeführt.  Johann  hat 
im  Appendix  dieselben  Zeichen  verwandt,  sich  aber  später,  im  Besonderen  in 
der  Raumlehre  von  1855  (vgl.  11,  S.  259),  der  Zeichen  aahh  und  ahh  bedient. 

S.  6.  Tlieorie  der  Parallelen,  §  6.  Der  Beweis  ist  nicht  ausreichend,  denn 
es  wäre  denkbar,  daß  es  keinen  solchen  ersten  Eintrittspunkt  c  gibt,  sondern 
m  eine  Häufungsstelle  der  Schnittpunkte  von  £  mit  der  Geraden  ist.  Diese 
Lücke  hat  Wolfgang  im  Nachtrag,  §  XII,  Nr.  2,  II,  S.  17  ausgefüllt,  wo  er 
zeigt,  daß  C  mit  einer  Geraden  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemeinsam  haben 
kann  (Mitteilung  von  Kürschäk). 

S.  9,  Z.  21 — 24.  Dies  ist  das  Axiom  des  Zivischenraums ,  vgl.  II,  S.  98 
sowie  I,  S.  49. 

S.  16.  Nachtrag  zur  Theorie  der  Parallelen.  Daß  dieser  Nachtrag  dem 
Briefe  an  Gauss  vom  27.  Dezember  1808  beigelegt  war,  wird  in  der  An- 
merkung zu  I,  S.  46,  ebenda  S.  223,  nachgewiesen. 

S.  21.  Nachtrag  zur  Theorie  der  Parallelen,  §  XX.  Wolfgang  stellt  den 
Sachverhalt  so  dar,  als  ob  in  dem  Zeitpunkt,  in  dem  Q  die  Linie  C  verläßt, 
die  beiden  Linien  sich  berühren  müßten.  Es  kann  aber  auch  Q  von  £  ab- 
springen, indem  der  Schnittpunkt  von  Q  und  £  sich  ins  Unendliche  entfernt.  In 
der  Tat  tritt  in  der  nichteuklidischen  Geometrie  ein  solches  Abspringen  ein. 
Der  Grenzwert  X,  dem  der  Winkel  x  beliebig  nahe  kommt,  den  er  aber  nie 
erreicht,  ist  gleich  einem  Rechten ,  vermindert  um  den  Parallelwinkel,  der  dem 
konstanten  Abstand  der  Linie  £  von  der  Geraden  21'B  (Fig.  1)  entspricht  (Mit- 
teilung von  Kürschäk). 

S.  23.  SiücJce  aus  dem  Tentamen.  Der  Übersetzung  ist  der  Text  der 
Editio  secunda  zugrunde  gelegt,  bei  der  die  zahlreichen  späteren  Verbesserungen 
in  den  Errata  berücksichtigt  und  eine  Anzahl  von  weiteren  Versehen  richtig- 
gestellt sind. 

S.  32.  Vorbemerkung  A.  In  dem  Werke  Arithmetika  eleje,  Maros-Vasar- 
hely  1843,  S.  198  hat  Wolfgang  folgende  Erklärung  der  Zeit  gegeben:  „Die 
Zeit  ist  stetig  und  unendlich,  sowohl  in  bezug  auf  die  Vergangenheit  als  auch 
in  bezug  auf  die  Zukunft;  aber  es  ist  nur  ein  Teilloses  [davon  gegenwärtig]; 
unu  sie  hat  immer  andere  und  andere  Punkte;  jeder  einzelne  dieser  Punkte 
kommt,  alle  kommen  niemals;  weder  geht  irgendeinem  Punkte  der  Zeit  ein 
gewisser  letzter  [Punkt]  voraus  noch  folgt  ihm  ein  gewisser  erster,  und  wenn 
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der  Punkt  b  vorhergellt  und  der  Punkt  c  vor  b  dagewesen  ist,  so  geht  der 
Punkt  c  [auch]  dem  a  vorher."  Das  Wort  stetig  (Continuum)  vpird  in  §  4  des 
Allgemeinen  Grundrisses  der  Arithmetik,  II,  S.  37  erklärt:  vgl.  auch  I,  S.  37. 

S.  34.    Vorbemerkung  E.   Vgl.  I,  S.  36. 

S.  35 — 37.  Allgemeiner  Grundriß  der  Arithmetik,  §  2 — 4.  Vgl.  I,  S.  36 
—37. 

S.  36,  Z.  18  v.  u. — S.  37,  Z.  3.  Zu  dem  Beweise  wird  in  der  Ediiio  se- 
cunda,  I,  S.  618  bemerkt:  „Der  Beweis  ist  nicht  ausreichend  und  muß  folgender- 
maßen ergänzt  werden.  P  ist  ein  Bestandteil  des  Ganzen  T;  folglich  hat  der 
Inbegriff  alles  dessen,  was  von  dem  Ganzen  nicht  zu  P  gehört  —  er  heiße  R 

—  nach  der  Erklärung  des  Bestandteiles  mit  P  keinen  Teil  oder  nur  einen  un- 
abtrennbaren Teil  gemeinsam;  folglich  iSt  A  (das,  was  P  mit  R  gemeinsam 
hat)  ein  unabtrennbai'er  Teil  von  P  selbst." 

S.  49,  Z.  12.  Das  Wort  Gleichung  wird  hier  im  Sinne  der  Astronomen  ge- 
braucht, bedeutet  also  so  viel  wie  Ausgleichung  (Mitteilung  von  Eethy). 

S.  49  —  55.  Allgemeiner  Grundriß  der  Geometrie,  §  1 — 5.  Vgl.  I,  S.  38 — 40. 

S.  65,  Z.  3- — 4.  Die  betreffenden  Auseinandersetzungen  finden  sich  in 
Nr.  IV  des  §  37  des  Conspectus  arithmeticae  generalis,  Tentarnen,  T.  I,  S.  254, 
Editio  secunda,  S.  287. 

S.  74 — 75.  Allgemeiner  Grundriß  der  Geometrie,  §  13.  Vgl.  die  Anmer- 
kung zu  §  30  des  Appendix,  II,  S.  272. 

S.  75  —  89.   Allgemeiner  Grundriß  der  Geometrie,  §  14.   Vgl.  I,  S.  40. 

S.  94 — 109.   Allgemeiner  Grundriß  der  Geometrie,  §  16.   Vgl.  I,  S.  134 

—  139. 

S.  97,  Z.  2.   Für  die  Auflösung  des  Tetraeders  vgl.  I,  S.  109—118. 

S.  149 — 152.  Kurzer  Grundriß  eines  Versuches,  §  32.  Vgl.I,  S.134 — 139. 

S.  151,  Z.  18 — 22.  Für  dieses  Axiom  vgl.  I,  48 — 50  und  die  zugehörige 
Anmerkung,  S.  224 — 225. 

S.  178,  Z.  9—5  V.  u.   Vgl.  II,  S.  216—219  sowie  I,  S.  109,  157—158. 

S.  185 — 219.  Über  die  Entstehung  und  Bedeutung  des  Appendix  vgl.  I, 
S.  75 — 79,  140 — 160,  für  die  weiteren  Untersuchungen  Johanns  zur  absoluten 
Geometrie  I,  S.  102—123;  182—186. 

S.  185,  Z.  7.  Die  Abkürzung  e.  s.  bedeutet  en  second;  Johann  war  damals 
Hauptmann  zweiter  Klasse. 

S.  185.  Appendix,  Fußnote  1.  In  seiner  Lehensgeschichte  Johann  Bolyais 
(S.  140)  sagtScHjnDx:  „In  den  nachgelassenen  Aufzeichnungen  Johann  Bolyais 
befindet  sich  ein  zwei  Bogen  umfassendes  Manuskript  des  Appendix  in  deut- 
scher Sprache,  an  vielen  Stellen  überschrieben  und  ausgebessert;  das  dazu  ver- 
wandte Papier  ist  jenem  des  Briefes  [Johanns  an  Wolfgang]  von  1823  ähnlich, 
vielleicht  noch  älter."  Daß  Schmidts  Vermutung,  diese  Baumlehre  sei  ein  dem 
Appendix  mehrere  Jahre  vorhergehender  Entwurf  der  absoluten  Geometrie^ 
irrtümlich  ist,  zeigt  schon  der  Umstand,  daß  Johann  sich  im  Titel  als  Haupt- 
mann bezeichnet,  wozu  er  erst  am  14.  März  1832  ernannt  worden  ist.  Daß 
ferner  bei  der  Abfassung  der  Appendix  schon  gedruckt  war,  geht  aus  der  Stelle 
S.  202,  Z.  10  V.  u.  hervor,  wo  es  heißt:  „in  den  §§34 — 43  der  Druckschrift". 
In  Wirklichkeit  stammt  die  deutsche  Fassung  der  ersten  33  Paragraphen  des 
Appendix  aus  dem  Jahre  1832.  Eine  Abschrift  von  ihr  war  der  Eingabe  bei- 
gelegt, die  Johann  am  8.  August  dieses  Jahres  an  den  Erzherzog  Joh.\nn  ge- 
richtet hat;  vgl.  S.  73  des  ersten  Teils  und  die  zugehörige  Anmerkung,  S.  229. 
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Die  der  erwähnten  Eingabe  beigelegte  deutsche  Fassung  der  ersten  33 
Paragraphen  des  Appendix,  die  nur  an  wenigen  Stellen  in  Kleinigkeiten  von 
dem  im  Nachlaß  befindlichen  Manuskript  abweicht,  hat  Herr  P.  Szabo  im  Jahre 
1909  im  k.  k.  Kriegsarchiv  zu  Wien  aufgefunden;  gegenwärtig  ist  sie  im  Besitz 
der  Ungarischen  Akademie  der  Wissenschaften.  Sie  ist  dem  vorliegenden  Ab- 
druck zugrunde  gelegt  worden. 

S.  187.  Auf  §  6  des  Appendix  bezieht  sich  eine  Bemerkung,  die  Johann 
um  1855  niedergeschrieben  hat: 

„Der  Satz,  daß,  wenn  bn  |lj  am  ist,  auch  am  ||!  bu  sei,  läßt  sich  auch  auf 
folgende  Art  elegant  und  kürzer  dartun  und  [kann]  sogleich  nach  §  1  folgen. 
Ist  ac  beliebig  aus  a  inner[halb]  bam  liegend,  so  gibt  es  eine  bb  von  b  auf 
azc,  wobei  a'^h  <  bam,  folglich  bbb  die  amm  nicht  schneidet  und  somit  h'^ 
nicht  inner[halb]  abn  fällt.  Offenbar  schneidet  nun  ab,  somit  acc  die  bun,  es 
möge  bb  in  bnn  oder  außer  abn  fallen.  Auch,  liegt  amm  oflPenbar  in  abn. 
Ist  demnach  eine  Gerade,  bn,  asymptotischi  zu  einer  andern,  am:  so  ist  auch, 
diese  ||i  zu  jener." 

S.  194.  Zum  Schluß  des  §  24  des  Appendix  hat  Johann  die  Bemerkung 
gemacht: 

„  .  .  .  jedoch  nicht  zu  sehr  auffallen  darf,  sobald  man  sich  erinnert,  daß 
auch  ebenso 

•••  +  i  +  -2  +  l+2+    4+    8+..- 
identisch  mit 

hl  +  2  +  4  +  8  +  16  +  32H , 

obgleich  jedes   Glied   der   unteren  Reihe  viermal   größer   als   das   obere   ist. 
Ebenso  ist 

8  +  16  +  32  +  64  H 

nur  ein  Stück  von 

1+2+4+8  +  .-- 

und  gleichwohl  ist  jedes  Glied  oben  achtmal  größer." 

S.  195.    Zu  §  26  des  Appendix  hat  Johann  bemerkt: 

„Anderer  Beweis.  Durch  die  Yerhältnisse  dreier  aus  den  6  bei  einem 
sphärischen  Dreieck  vorkommenden  Winkel  und  Bögen  zu  4ß  wird  das  Dreieck 
offenbar  in  sich  bestimmt,  und  es  kommt  dabei  X  gar  nicht  hinein.  Daraus 
folgt,  daß  auch  die  im  Dreieck  zwischen  [irgend  welchen  vier  Stücken]  herr- 
schende Relation  von  X  unabhängig  ist,  und  da  diese  3  Verhältnisse  [der 
Seiten  zu  4R]  bleiben  bei  denselben  Winkeln,  wie  auch  immer  X  nacheinander 
vorausgesetzt  werde,  so  ist  man  befugt  zu  schließen,  daß  die  aus  irgendeiner 
Hypothese  in  bezug  auf  X  abgeleitete  Relation  im  sphärischen  Dreieck  auch 
unbedingt  gelte.   Nun  ergibt  sich  aus  X  =  1 : 

sin  a  c  :  sin  b  c  =  1  :  sin  a , 
demnach  usw." 

Man  vergleiche  hierzu  auch  die  im  ersten  Teile  dieses  Buches,  S.  150, 
Z.  16 — 7  V.  u.  abgedruckte  Bemerkung  Johanns  zu  §  35  der  Geometrischen 
Unter  SU  chxmgen  von  N.  J.  Lobatschefskij. 

An  einer  anderen  Stelle  äußert  Johann,  in  §  26  sei  ein  gewiß  von  Niemand 
bemerkter  Fehler,  denn  dort  werde  von  sin  ac,  sin  bc,  gesprochen,  gemeint 
seien  aber  die  Sinusse  der  betreffenden  Bogen  des  Kreises  vom  Halbmesser  1, 
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mithin  müßte  entweder  gesagt  werden,  daß  o  a  =  1  sein  solle  oder  daß  die  Bo- 
gen ac,  bc  durch  oa  zu  dividieren  seien;  vgl.  auch  den  ersten  Teil,  S.  145, 
Z.  5  -  1  V.  u. 

S.  198.  Appendix,  §  30.  Die  von  Johann  bewirkte  Rektifikation  von  L  beruht 
wesentlich  auf  der  Behauptung,  daß  (Z.  11 — 9v.  u.)  für  y '^^  o 

^^1 
r 

sei.  Dies  bedeutet,  daß  für  die  i -Linie  der  Quotient  Sehne  {2y)  dividiert 
durch  zugehörigen  Bogen  (2»)  sich  mit  gegen  Null  abnehmender  Sehne  dem 
Grenzwert  Eins  nähei't.  Wenn  man  sich  hierfür  nicht  auf  die  Anschauung  be- 
rufen, also  ein  neues  Axiom  einführen  will,  so  bedarf  der  Beweis  des  §  30 
einer  Ergänzung  (Mitteilung  von  Schur).  Man  könnte  zu  diesem  Zwecke  zunächst 
die  Erklärung  heranziehen,  die  im  Tentamen  für  die  Länge  einer  krummen 
Linie  gegeben  wird.  Dort  heißt  es  (Conspectus  arithmeticae  generalis,  §  37, 
IV,  Nr.  1,  T.  I,  S.  255,  Editio  secunda,  S.  288):  „Wenn  eine  gerade  und  eine 
krumme  Linie  verglichen  werden,  so  versteht  man  unter  der  Länge  der  krummen 
Linie  die  Grenze,  der  die  Summe  der  Sehnen  zustrebt,  die  von  dem  einen  End- 
punkt der  Kurve  bis  zu  dem  anderen  so  aufeinander  folgen,  daß  das  Ende 
einer  jeden,  ausgenommen  das  Ende  der  letzten,  der  Anfang  der  neuen  ist . . . 
Man  muß  also  beweisen,  daß  es  eine  solche  Grenze  gibt  und  daß  es  nur  eine 
einzige  gibt,  auf  welche  Art  auch  die  einzelnen  Sehnen  der  Grenze Nvill  zustreben''. 
Darauf  wii-d  (§  37,  IV.  Nr.  7,  S.  260—262,  Editio  secunda,  S.  292— 295)  dar- 
gelegt, wie  sich  in  der  Euklidischen  Geometrie  unter  gewissen  Voraussetzungen 
über  die  krumme  Linie  der  verlangte  Beweis  führen  und  damit  deren  Länge  er- 
klären läßt.  Man  müßte  demnach  den  Beweis  auf  die  absolute  Geometrie 
übertragen  und  darauf  nachweisen,  daß  der  Z/- Linie  jene  Eigenschaften  zukom- 
men, daß  sie  nämlich  in  jedem  ihrer  Punkte  eine  berührende  Gerade  besitzt 
und  zwischen  den  betrachteten  Punkten  den  Sinn  ikrer  Krümmung  nicht  ändert. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  Johann  sich  schon  früh  mit  der  Frage  der 
Rektifikation  beschäftigt  hat.  ,,Daß  es  hierbei  eine  endliche  Grenze  gebe,  bewies 
ich  vor  30  Jahren"  heißt  es  in  einer  Aufzeichnung  aus  der  Spätzeit,  „als  ich 
in  Lagrange  Akchimeds  Grundsatz  sab,  derselbe  aber  mich  gar  nicht  befrie- 
digte . . .  Archimeds  Gnindsatz,  den  auch  Lagrange  anzunehmen  sich  nicht 
scheute,  daß  nämlich  die  Summe  der  beiden  Tangenten  [an  den  Endpunkten 
eines  Kurvenbogens]  größer  als  die  krumme  Linie  [zwischen  den  Endpunkten] 
sei,  ist  völlig  unklar  und  nichts  wert,  bis  man  nicht  bestimmt  und  deutlich 
erklärt,  was  man  unter  der  Länge  einer  krummen  Linie  verstehe.  Und  dies 
vorausgeschickt,  ist  Archimeds  Satz  keineswegs  als  Grundsatz  zulässig,  sondern 
ist  ein  Lehr-,  d.  i.  eines  Beueiscs  bedürftiger  Satz.  Der  Erste  nun,  von  dem 
ich  eine  richtige  Erklärung  der  Länge  einer  krummen  Linie  wie  auch  der 
Größe  einer  von  einer  krumme  Linie  begrenzten  krummen  Fläche  desgleichen 
von  kmmmen  Flächen  begrenzten  Räumen  vernahm,  ist,  wie  in  so  vielem  Anderen, 
der  Verfasser  des  Tentamens,  indem  er  sagt,  S.  255,  256  . . ." 

Ein  Versuch,  den  Satz  zu  beweisen,  daß  der  Quotient  Sehne  dividiert 
durch  zugehörigen  Bogen  sich  bei  gegen  Null  abnehmender  Sehne  dem  Grenz- 
werte 1  nähert,  findet  sich  in  Poissons  Mecaniquc,  2.  ed.,  Paris  1833,  S.  2-4 
—  25,  er  ist  indessen  unzureichend. 
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Es  gibt  ein  einfaches  Mittel,  um  alle  Schwierigkeiten,  die  bei  der  Rektifi- 
kation vonX  auftreten,  zu  vei-meiden.  Zu  der  Herleitung  der  Gleichungen  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  die  in  dem  folgenden 
Paragraphen  31  gegeben  wird,  ist  es  nämlich  gar  nicht  nötig,  den  Sinussatz 
(§  31, 1)  unmittelbar  aus  §  25  herzuleiten,  dieser  folgt  vielmehr  auch  durch  Eli- 
minationen aus  den  Gleichungen  II  und  III,  für  deren  Hevleitung  die  Kenntnis 
des  Kreisumfanges  nicht  erforderlich  ist. 

S.  199 — 200.  Appendix^  §  31.  Auf  einem  Zettel  aus  der  Spätzeit  hat 
Johann  bemerkt:  „Ob  es  nicht  anginge,  die  ebene  Trigonometrie  bloß  aus  der 
Ebene  herzuleiten,  ohne  Austritt  in  den  übrigen  Raum?"  Auf  einem  anderen 
Zettel  behauptet  er,  eine  solche  Herleitung  gefunden  zu  haben:  „Der  Raum 
verbirgt  in  seinen  Eingeweiden  gar  viele  Schätze,  die  dem  auf  der  Oberfläche 
Wandelnden  nie  zu  Gesichte  kommen.  So  entstand  mein  allerhöchstwichtiger 
Appendix^  obschon  ich  später  auch  selbst  Mittel  fand,  auch  durch  bloße  Be- 
trachtung des  A  in  einer  Ebene  oder  allgemein  gleichförmiger  Fläche  die 
A -Lehre  herauszubringen."  Ob  Johann  dies  wirklich  durchgeführt  hat,  möge 
dahingestellt  bleiben.  Auch  bei  Lobatschefskij  werden  zur  Herleitung  der 
ebenen  Trigonometrie  räumliche  Betrachtungen  herangezogen.  Dagegen  hat  sich 
im  Nachlaß  von  Gauss  eine  Aufzeichnung  aus  der  Zeit  zwischen  1840  und  1846 
gefunden,  in  der  aus  der  Forderung,  daß  bei  der  Ebene  im  unendlich  Kleinen 
die  euklidische  Geometrie  gelte,  durch  einen  Integrationsprozeß  die  absolute  Tri- 
gonometrie gefolgert  wird  (Werke,  Bd.  VIII,  S.  255 — 265);  ähnliche  Betrach- 
tungen hatten  schon  vor  der  im  Jahre  1900  erfolgten  Veröffentlichung  der 
GAUSSSchen  Aufzeichnung  Flye  St.  Marie  (1871)  und  De  La  Vallee  Poüssin 
(1895)  angestellt,  vgl.  Encyldoxmdie  der  math.  Wissenschaften^  Band  HI,  Teil  1, 
S.  44.  Eine  elementare  Ableitung  der  absoluten  Trigonometrie,  bei  der  man  aus 
der  Ebene  nicht  heraustritt,  hat  Liebmann  gegeben,  Leipziger  Berichte, 
1907,  S.  187—210. 

S.  215,  Z.  1  V.  u. — S.  216,  Z.  2.  Die  Behauptung  Johanns  bedarf  einer 
Ergänzung,  wenn  unter  der  geometrischen  Verwandlung  einer  Figur  in  eine  an- 
dere eine  allein  durch  Gerade  und  Zykeln,  d.  h.  Kreise,  Para-  und  Hyperzykeln, 
ausführbare  Konstruktion  verstanden  werden  soll.  Wird  die  Winkelsumme  des 
gegebenen  m-ecks  mit  s  bezeichnet,  so  ist  sein-  Flächeninhalt 

[(W—  2)  TT  —  5]i2; 

bedeutet   ferner    a   den  Winkel    zwischen   je  zwei  Seiten   eines  regelmäßigen 
n-ecks,  so  ist  dessen  Inhalt 

[(w  —  2)n  —  na\i^. 

Mithin  erfordert  die  Flächengleichheit,  daß 

,    s  —  mit 

a  =  n  -\ 

n 

ist,  es  muß  also  möglich  sein,  den  Winkel  s  —  m%  geometrisch  in  n  gleiche 
Teile  zu  teilen.   Hierzu  genügt  es  im  allgemeinen  nicht,  daß  n  die  GAUSSsche 

Form  hat,  denn  in  diesem  Falle  läßt  sich  zwar  der  Winkel  — ,  und  damit  auch 

n ' 

sein  w-faches,  geometrisch  konstruieren,  es  bleibt  aber  noch  die  Konstruktion 

g 
des  Winkels  —  übrig.    Ist  5  beliebig,  so  ist  hierzu  erforderlich,  daß  n  eine 

P.  Stäckel:  Wolfgang  und  Johann  Bolyai  U  18 
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Potenz  von  2  ist;  dann  fällt  es  gleichzeitig  unter  die  GAusssche  Form.  Ist 
aber  n  nicht  gleich  einer  Potenz  von  2,  so  muß  der  Winkel  -  und  daher  erst 
recht  der  Winkel  s  geometrisch  konstruierbar  sein,  mithin  ist 


vFo  die  ganzen  Zahlen  h^  und  «j^  teilerfremd  sein  sollen,  und  n-^  besitzt  die 
GAUSSSche  Form.    Alsdann  wird 

s         }\%        hn 
n        nn^        vn^  ' 

■wo  die  ganzen  Zahlen  h  und  v  teilerfremd  sein  sollen,  und  jetzt  muß  auch 
noch  die  Zahl  vn^  von  der  GAUSSSchen  Form  sein.  (Mitteilung  von  R6thy 
aus  dem  Jahre  1903.) 

S.  223—233.    Abhandlung  über  imaginäre  Größen.   Vgl.  I,  S.  124 — 133. 

S.  229 — 230.  Abhandlung  über  imaginäre  Größen.,  §  9.  Vgl.  I,  S.  104 
—109. 

S.  238—267.    Raumlehre  vom  Jahre  1855.   Vgl.  I,  S.  178—182. 


Berichtigungen 

S.  49,  Z.  17  V.  u.    Statt  vertauschen  soll  es  heißen  vertauscht. 

S.  94,  Z.  0.  Die  Worte  auf  der  Geraden  ah  gehören  in  die  folgende 
Zeile  und  zwar  vor  die  Worte  senkrecht  stehen. 

S.  94,  Z.  16.    Statt  des  zweiten  doch  muß  es  heißen  nicht. 

S.  98,  Z.  10.    Statt  Figur  19  muß  es  heißen  Figur  23. 

S.  115,  Z.  11.    Statt  ob  lies  ah. 

S.  116,  Z.  1.   Statt  p  lies  p'. 

S.  116,  Z.  7.  Hier  ist  aus  Versehen  ein  Absatz  des  Textes  ausgefallen, 
und  es  muß  daher  die  folgende  Ergänzung  hinzugefügt  werden:  „Oder  wenn  die 
Ebene  P  um  die  feste  Gerade  A  der  Ebene  P  bewegt  wird,  wobei  der  Weg 
eines  gewissen  ihrer  Punkte  m  genannt  werde,  und  unterdessen  p  in  JL  den 
Weg  X  beschreibt,  indem  er  die  in  P  zu  ^  senkrechte  B  mit  sich  trägt  und 
zugleich  p'  in  J5  den  Weg  y  beschreibt,  sodann  sei  x  =  Ä;(i<),  y  =  h(x),  und 
es  werde  nach  dem  Wege  des  Punktes  p  gefragt." 

S.  123,  Z.  10  V.  u.    Lies  Maß  statt  Maße. 

S.  204,  Z.  7  V.  u.   Lies  cahbc  statt  cabcöc. 
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Von  vorKegendem  Werk  ist  früher  erschienen : 
Engel,  Dr.  Friedricll,   Professor  an  der  Universität    Gießen,    und    Dr. 

Paul  Stäckel,    Professor  an  der  Universität  Heidelberg,  Urkunden 
zur   Geschichte   der  nichteuklidiscben  Geometrie. 

I.Band:  Nikolaj  Iwanowitsch  Lobatschef skij,  zwei  geometrische  Abhandlungen,  aus 
dem  Kussischen  übersetzt,  mit  Anmerkungen  und  mit  einer  Biographie  des  Verfassers 
TOn  Friedrich  Engel.  I.Teil:  Die  Übersetzung.  Mit  einem  Bildnis  Lobatschefskijs 
und  mit  19t  Figuren  im  Text.  II.  Teil:  Anmerkungen.  Lobatschefskijs  Leben  und 
Schriften.  Register.  Mit  67  Figuren  im  Text.  [XVI,  IV  u.  476  S.]  1899.  Geh.  JC  14.—, 
in  Halbfranz  geb.  Jt.  15.40. 

Dieser  Band  enthält  in  deutscher  Übersetzung  zwei  rassisch  geschriebene  Abhandlungen, 
die  bisher  für  die  große  Mehrzahl  der  Mathematiker  gar  nicht  vorhanden  waren  Die  eine: 
„Neue  Anfangsgründe  der  Geometrie  mit  einer  vollständigen  Theorie  der  Parallelen"  ist  geradezu 
ein  Lehrbuch  der  Geometrie  von  den  ersten  Anfängen  an.  Die  „Neuen  Anfangsgründe"  sind 
1835 — 38  erschienen ;  bei  dem  historischen  Charakter  des  Buches  durfte  jedoch  die  erste  Ver- 
öffentlichung Lobatschefskijs  über  den  Gegenstand  nicht  fehlen.  Es  isi  das  die  1829 — 30 
erschienene  Abhandlung:  „Über  die  Anfangsgründe  der  Geometrie",  die  zu  aen  „Neuen  An- 
fangsgründen" insofern  eine  erwünschte  Ergänzung  bildet,  als  sie  ausführlich  auf  die  Berechnung 
der  geometrischen  Figuren  eingeht.  Den  beiden  Abhandlungen  folgen  sehr  ausführliche  An- 
merkungen und  eine  Lebensbeschreibung  Lobatschefskijs. 


Bolyai  de  Bolya,  Wolfgang,  tentamen  iuventutem  studiosam  in 
elementa  matheseos  purae  elementaris  ac  sublimioris 
methodo  iutuitiva  evidentiaque  buic  propria  introdu- 
cendi,  cum  appendice  triplici.  Editio  secunda.  Tomus  I:  Con- 
•spectus  arithmeticae  generalis.  Mandato  Academiae  Scien- 
tiarum  Hungaricae  suis  adnotationibus  adiectis  ediderunt  lulius 
König  et  Mauritius  ßethy,  Academiae  Scientiarum  Hungaricae 
sodales.  Mit  dem  Bildnis  des  Verfassers  u.  11  lithogr.  Tafeln.  [XII 
u.  679  S.]     4.     1899.     In  Halbkalbleder  geb.  JC  40.— 

Tomus   II:   Elementa   geometricae    et   appen- 

dices.  Mandato  Academiae  Scientiarum  Hungaricae  suis  adnotationi- 
bus adiectis  ediderunt  losephus  Kürschak,  Mauritius  Rethy, 
Bela  Tötössy  de  Zepethnek,  Academiae  Scientiarum  Hungaricae 
sodales.  Pars  prima:  Textus  [LXIII  u. 437  S.]  Pars  secunda:  Figurae. 
[LXXV  u.  VII  tabulae]    4.    1904.    In  Halbkalbl.  geb.  zus.  Jt.  4.0 .  — 

Der  erste  Band  des  Tentamen  enthält  alles  zur  Arithmetik  und  Analysis  gehörige;  der 
zweite  bringt  die  geometrischen  Kapitel  des  Werkes  und  als  wichtigste  Teile  die  Appendix 
von  Johann  Bolyai  und  den  seit  der  Vergriffenheit  der  ersten  Ausgabe  schwer  zugänglichen 
und  darum  bisher  nicht  gebührend  gewürdigten  Conspectug  geometriae  generalis  von 
Wolfgang  Bolyai. 

Bei  der  Neuausgabe  sind  alle  Verbesserungen  und  Ergänzungen,  die  W.  B  o  1  y  a  i  in  seiner 
„Recensio  per  auctorem  ipsum  facta"  selbst  als  erwünscht  angezeigt  hat,  überall  in  Betracht  ge- 
zogen und,  soweit  sie  nicht  bloße  Druckfehler  betreffen,  auch  in  den  Noten  als  Änderungen 
erwähnt.  Im  übrigen  ist  alle  Sorgfalt  verwendet,  um  die  Ausgabe  zu  einer  des  Verfassers 
würdigen  zu  machen,  damit  neben  dem  Sohne  auch  des  Vaters  grundlegende  Untersuchungen 
einem  stets  größeren  Kreise  bekannt  werden. 

Ganß,  Carl  Friedricll,  und  Wolfg.  Bolyai,  Briefwechsel.  Mit  Unter- 
stützung der  Königl.  Ungarischen  Akademie  der  Wissenschaften  heraus- 
gegeben von  Franz  Schmidt,  weiland  Baumeister  in  Budapest  und 
Dr.  Paul  Stäckel,  Professor  an  der  Universität  Heidelberg.  [XVI 
u.  208  S.]     4.     1899.    In  Halbkalblederband  AU.— 

Der  Briefwechsel  beider  gibt  ein  anziehendes  Bild  des  jungen  Gauß,  der  von  Ent- 
deckung zu  Entdeckung  fortschreitend  unsterblichen  Ruhm  erwirbt.  Er  zeigt  uns  Bolyai 
in  rastlosem  Kampfe  mit  der  Ungunst  der  Umstände,  die  ihn  hindern,  die  Früchte  einer 
verheißungsvollen  Jugend  einzuernten ,  die  ihm  aber  niemals  die  Begeisterung  für  seine 
Ideale  und  die  Wärme  des  Herzens  zu  rauben  vermögen.  Als  ein  versöhnender  Abschluß 
erscheint  es,  daß  Wolfgangs  Sohn  Johann  durcn  die  Schöpfung  der  absoluten  Geometrie 
das  uralte  Problem  bezwingt,  mit  dem  sein  Vater  vergebens  gerungen  hatte,  und  dabei  in 
wunderbarer  Weise  mit  Gauß  zusammentrifft,  der  Johann  als  ein  Genie  erster  Größe  anerkennt. 
Die  Munifizenz  der  Akademie  hat  es  gestattet,  anhangsweise  eine  Reihe  weiterer  auf 
Gauß  und  Bolyai  bezüglicher  Briefe,  sowie  erläuternde  Anmerkungen  hinzuzufügen  und  einige 
Briefe  in  getreuer  Nachbildung  beizugeben. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Bolyai  de  Bolya,  loannes,  appendix  scientiam  spatii  absolute 
veram  exhibens,  a  veritate  aut  falsitate  axiomatis  XI.  Euclidei, 
a  priori  baud  unquam  decidenda,  independentem,  adiecta  ad  casum 
falsitatis  quadratura  circuli  geometrica  Editio  nova  oblata  ab  Academia 
Scientiai'um  Hungarica  ad  diem  natalem  centesimum  auctoris  con- 
celebrandum.  Ediderunt  losepbus  Kürscbäk,  Mauritius  Retby, 
Bela  Tötössy  de  Zepetbnek,  Academiae  Seien tiarum  Hungaricae 
sodales.    [VII,  40  S.  u.  7  Tafeln.]    4.     1903.    geh.  J[,  4.— 

Eine  Neuausgabe  dieser  zuerst  1832  als  Anhang  zu  "W.  Bolyais  Teutamen  erschienenen 
Schrift  des  Sohnes,  in  der  dieser  seine  vom  Parallelenaxiom  unabhängige  Geometrie  entwickelt. 

libellus  post  saeculum  quam  loannes  Bolyai  de  Bolya 

anno  MDCCCII  a.  d.  XVIII  kalendas  lanuarias  Claudiopoli 
natus  est  ad  celebrandam  memoriam  eius  immortalem  ex 
consilio  ordinis  Mathematicorum  et  Naturae  Scrutatorum 
ßegiae  Litterarum  üniversitatis  Hungß.ricae  Francisco- 
losephinae  Claudiopolitanae  editus.  Mit  1  Faksimile.  [XV  u. 
155  S.]    4.    1903.    geb.  JL  ^ .— 

Diese  Festschrift  enthält  außer  dem  Faksimile  und  einer  lateinischen  Übersetzung  des 
historisch  -wichtigen  Briefes,  den  J.  Bolyai  am  3.  November  1828  an  seinen  Vater  gerichtet  hat, 
eine  Abhandlung  von  L  Schlesinger  „über  einige  funktionentheoretische  Anwendungen  der 
absoluten  Geometrie",  in  welcher  versucht  wird,  von  gewissen  geometrischen  Problemen  aus- 
gehend, einen  naturgemäßen  Aufbau  der  Theorie  der  Fuchs  sehen  Funktionen  zu  skizzieren, 
eine  Abhandlung  von  P.  Stäckel  „über  die  Mechanik  mehrfacher  Mannigfaltigkeiten",  in 
deren  erstem  Teil  erörtert  wird,  in  welcher  Weise  die  Euklidische  Mechanik  auf  höhere 
Mannigfaltigkeiten  ausgedehnt  werden  kann,  während  in  dem  zweiten  Teil  die  Einzelunter- 
suchungen aus  diesem  Gebiete  systematisch  geordnet  und  kurz  charakterisiert  werden,  und 
schließlich  eine  chronologisch  geordnete  Bibliographie  der  absoluten  Geometrie  (1837 — 1902) 
von  R.  Bonola,  die  über  900  Titel  aufzählt. 

Cantor,  Geheimer  Hofrat  Dr.  M.,  Professor  an  der  Universität  Heidelberg, 
Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  In  4  Bänden. 
Geheftet  und  in  Halbfranz  gebunden. 

I  Band.    Von   den   ältesten  Zeiten   bis   zum  Jahre  1200  n.Chr.     S.Auflage.     Mit  114 
Figuren  und  1  lithogr.  Tafel.     [VI  u.  941  S.]     1907.     JL  24.—,  geb.  M.  26.— 

II.  —  VomJahre  1200  bis  zum  Jahre  1668.  2.,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  In 
2  Abteilungen.     Mit  190  Figuren.     [XU  u.  943  S.]     1900.     M.  26.—,  geb.  .^(-28. — 

III.  —  Vom  Jahre  1668  bis  zum  Jahre  1758.  2.,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
In  3  Abteilungen.     Mit  146  Figuren.     fX  u.  923  S.]     1901.     M.  25.—,   geb.  M.  27.— 

rV.  —  Vom  Jahre  1759  bis  zum  Jahre  1799.  Unter  Mitarbeit  von  V.  Bobynin,  A.  v. 
Braunmülil,  F.  Cajori,  S.Günther,  V.  Kommereil,  G.  Loria,  E.  Netto, 
G.  Vivanti,  C.  R.  Wallner,  herausgeg.  von  M.  Cantor.  [VI  u.  1113  S.]  1908. 
M.  32  — ,  geb.  Jt  35.— 

„Einen  hervorragenden  Platz  unter  den  neuen  Veröffentlichungen  über  die  Geschichte 
der  Mathematik  nimmt  die  zusammenfassende  Darstellung  ein,  die  uns  Moritz  Cantor  geschenkt 
hat.  Mit  rastlosem  Fleiß,  mit  nie  ermüdender  Geduld,  mit  der  unverdrossenen  Liebe  des  Samm- 
lers, der  auch  das  scheinbar  Geringe  nicht  vernachlässigt,  hat  Moritz  Cantor  dies  kolossale 
Material  gesammelt,  kritisch  gesichtet,  durch  eigene  Forschungen  ergänzt,  nach  einheitlichen 
Grundsätzen  und  einheitlichem  Plan  zu  einem  Ganzen  verschmolzen,  und  indem  er  in  seltener 
Unparteilichkeit  bei  strittigen  Fragen,  deren  die  Geschichte  der  Mathematik  so  viele  hat,  auch 
die  abweichenden  Ansichten  zu  Wort  kommen  ließ,  hat  er  ein  Werk  geschaffen,  das  die  reichste 
Quelle  der  Belehrung,  der  Anregung  für  einen  jeden  ist,  der  sich  über  einen  geschichtlichen 
Fragepunkt  Rat  holen,  oder  an  der  Geschichte  der  Mathematik  mitarbeiten  will.    .." 

(Aus  den  Göttingischen  gelehrten  Anzeigen.) 

Frischauf,  Dr.  J.,  Professor  an  der  Universität  Graz,  absolute  Geo- 
metrie nach  Johann  Bolyai  bearbeitet.  [XH  u.  96  S.]  gr.  8. 
geh.  Ji.   2.— 

Das  vorstehende  ist  eine  deutsche  Bearbeitung  von  J.  Bolyais  Appendix.  Die  für  den 
Anfänger  an  einigen  Stellen  zu  kurze  Darstellung  ist  vom  Bearbeiter  erweitert  und  in  einigen 
wesentlichen  Punkten  ergänzt  worden,  so  daß  jedermann  —  auch  ohne  mathematische  Vor- 
kenntnisse —  den  Inhalt  der  Schrift  ohne  Schwierigkeit  zu  verstehen  imstande  ist. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Bonola,  Dr.  R.,  Professor  an  der  Scuola  Normale  zu  Pavia,  die  nicht- 
euklidische Geometrie.  Historisch-kritische  Darstellung  ihrer  Ent- 
wicklung. Autor,  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  H.  Liebraann,  Professor 
an  der  Technischen  Hochschule  zu  München.  Mit  36  Textfi^^uren. 
[Vm  u.  245  S.]    8.     1908.    In  Leinw.  geb.  JLh.— 

Das  vorliegende  Buch  ist  eine  vom  Verf.  wie  Übersetzer  erweiterte  Ausgabe  des  zuerst 
190li  bei  Zanichelli  in  Bologna  erschienenen  Werkes,  das  in  möglichst  elementar  gehaltener 
Darstellung  Ziele  und  Methoden  der  uichteuklidischen  Geometrie  auch,  denen  verständlich  machen 
■will,  die  mit  nur  elementaren  mathematischen  Vorkenntnissen  ausgestattet  sind. 

Lobatschefskij,  N.  L,  imaginäre  Geometrie  und  Anwendung  der 
imaginären  Geometrie  auf  einige  Integrale.  Aus  dem  Russischen 
übersetzt  und  Anmerkungen  herausgegeben  von  Heinrich  Lieb- 
raann, Prof.  an  der  Technischen  Hocl;schule  zu  München.  Mit  39 
Figuren  und  einer  Tafel.   [XI  u.  187  S.]  gr.  8.    1904.    Geh.    JC.  ^.— 

Die  Ausgabe  dieser  beiden  Abhandlungen  bildet  die  Fortsetzung  der  von  Fr.  Engel 
besorgten  Ausgabe  der  beiden  grundlegenden  Werke  Lobatschefskijs  „Über  die  Anfangsgründe 
der  Geometrie"  und  „Neue  Anfangsgründe  der  Geometrie"  in  „Urkunden  zur  Geschichte  der 
uichteuklidischen  Geometrie"  Bd.  I. 

In  der  „Imaginären  Geometrie"  werden  die  trigonometrischen  Formeln  durch  Einführung 
imaginärer  Argumente  in  die  sphärische  Trigonometrie  sehr  schnell  entwickelt  und  dann  zur 
Bestimmung  des  Flächeninhalts  von  Figuren,  sowie  auf  die  Gammafunktion  und  elliptische  In- 
tegrale angewendet. 

Die  andere  Arbeit  setzt  sich  das  Ziel,  eine  Reihe  von  Integralen  zu  bestimmen  oder  doch 
aufeinander  zurückzuführen,  indem  ein  und  derselbe  Körper  (z.  B.  der  Kegel  oder  das  Tetraeder) 
auf  verschiedenen  Wegen  berechnet  wird. 

Müller,  Dr.  Felix,  Professor  in  Dresden,  Führer  durch  die  mathe- 
matische Literatur  für  Studierende.  Mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  historisch  wichtigen  Schriften.  [X  u.  252  S.]  gr.  8. 
1909.    Geh.  Ji  7.—,  in  Leinwand  geb.  Jt  ^  . — 

Das  Buch  gibt  eine  systematische  Übersicht  über  diejenigen  Einzelwerke  und  Journal- 
abhandlungen aus  der  reinen  Mathematik,  deren  Kenntnis  dem  Studierenden  unentbehrlich  ist 
Besondere  Berücksichtigung  haben  die  historisch  wichtigen  Schriften  gefunden,  sowie  auch  die 
Zeitschriften-Literatur  und  die  Encyklopädien.  Der  Studierende,  welcher  Vorlesungen  über 
eine  spezielle  Disziplin  besucht,  wird  in  den  Stand  gesetzt,  die  Quellen  dieser  Disziplin,  die 
Originalarbeiten,  die  Lehrbücher,  die  Aufgabensammlungen,  die  Tafeln  usw.,  auf  welche  in  der 
Vorlesung  oft  nur  in  Kürze  hingewiesen  werden  kann,  mit  Leichtigkeit  aufzufinden.  Auch  weist 
der  Führer  auf  Studienwerke  für  diejenigen  Disziplinen  hin,  über  welche  nicht  gelesen  wurde. 

Gedenktaerebuch  für  Mathematiker.  3.  Aufl.  Mit 


einem  Bildnis  des  Verfassers.  [IVu.l2lS.]  gr.8.  1912.  Kart.  ^  2  .  — 

Das  „Gedenktagebuch  für  Mathematiker"  enthält  zahlreiche  Daten  aus  der  Geschichte 
der  Mathematik,  auf  alle  Tage  des  Jahres  verteilt.  Es  ist  im  Jahre  1879,  also  vor  nunmehr 
32  Jahren,  entstanden.  Erst  im  Laufe  mehrerer  Jahre  gelang  es,  für  einen  jeden  Tag  des 
Jahres  eine  historisch  wichtige  Notiz  zu  gewinnen.  Jetzt  trägt  ein  jeder  Tag  des  Jahres  in 
meinem  „Gedenktagebuch"  eine  größere  Zahl  von  Nachrichten.  Pietätvolle  Mathematiker  werden 
gern  der  Männer  gedenken,  welche  unsere  Wissenschaft  gefördert  haben.  Deshalb  kann  man  als 
Motto  des  „Gedenktagebuches"  getrost   die  Worte  setzen:    „Mathematico   niilla  dies  7iisi  festiva." 

Rudlo,  Dr.  F.,  Professor  am  Polytechnikum  zu  Zürich,  Geschichte  des 
Problems  von  der  Quadratur  des  Zirkels  von  den  ältesten 
Zeiten  bis  auf  unsere  Tage.  Mit  vier  Abhandlungen  (in  deutscher 
Übersetzung)  über  die  Kreismessung  von  Archimedes,  Huygens. 
Lambert,  Legendre.  Mit  Figuren  im  Text.  [VHI  u.  166  S.] 
gr  8.     1892.    Geh.  Ji  ^.—,  in  Leinwand  geb.  ^4.80. 

Nachdem  das  Problem  der  Quadratur  des  Kreises  in  dem  Nachweis  der  Transzendenz 
der  Zahl  n  seine  Erledigung  gefunden  hai,  erschien  es  dem  Verf.  nicht  ungerechtfertigt,  mit 
vorliegender  Schrift  die  Aufmerksamkeit  auch  auf  diejenigen  älteren  Arbeiten,  denen  das  Problem 
von  der  Quadratur  des  Zirkels  eine  direkte,  weithin  wahrnehmbare  Förderung  verdankt,  zu 
lenken ,  und  diese  Arbeiten  in  sorgfältiger  Übersetzung  allgemein  zugänglich  zu  machen.  Es 
sind  dies  die  Abhandlungen:  y.uxXov  i.iitQi]at;,  von  Archimedes;  De  circuli  maguitudine  inventa, 
von  Huygens;  Vorläufige  Kenntnisse  für  die,  so  die  Quadratur  und  Rectifikation  des  Circuls 
suchen,  von  Lambert  und  Note,  oü  l'on  d6montre  quo  le  rapport  de  la  circonfference  au  di- 
amötre  et  son  quarrfe  sont  des  nombres  irrationnels,  von  Legendre. 

In  der  Einleitung  ist  dem  Buche  eine  historische  Übersicht  über  die  Entwickelung  des  Pro- 
blems von  der  Quadratur  des  Zirkels,  von  den  ältesten  Zeiten  bis  auf  die  Gegenwart  vorausgeschickt. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Stäckel,  Dr.  Paul,  Prof.  a.  d.  Universität  Heidelberg  und  Dr  Friedricil 
Engel,  Prof.  a.  d.  Universität  Greifswald,  dieTheorie  der  Parallel- 
linien von  Euklid  bis  auf  Gauß,  eine  Urkundensamnilung  zur 
Vorgeschichte  der  niehteuklidischen  Geometrie.  Mit  145  Figuren  im 
Text  und  der  Nachbildung  eines  Briefes  von  Gauß.  [X  u.  325  S.] 
gr.  8.   1895.    geh.   Ji.   9. — ,  in  Leinwand  geb.  Jt.    1\  . — 

Etwas  Ähnliches,  wie  F.  Rudio  in  seinem  Buche:  „Geschichte  des  Problems  von  der 
Quadratur  des  Zirkels"  für  das  Problem  von  der  Quadratur  des  Kreises  geleistet  hat,  wollen 
die  Verfasser  für  die  Parallelentheorie  leisten  :  sie  wollen  zeigen,  wie  man  nach  und  nach  zn 
der  Einsicht  gelangt  ist,  daß  das  elfte  Euklidische  Axiom  ein  wirkliches  Axiom,  daß  es  also 
unbeweisbar  ist.  W^ie  Kudio  lassen  auch  sie  die  wichtigsten  Autoren:  Euklid,  Wallis, 
Saccheri,  Lambert,  Gauß  selbst  reden,  indem  sie  ihre  Betrachtungen  wörtlich  oder  in 
getreuer  Übersetzung  mitteilen.  Ein  verbindender  Text  stellt  den  Zusammenhang  zwischen 
den  verschiedenen  Autoren  dar  und  bringt,  wo  es  nötig  ist,  Erläuterungen  und  sonstige 
Bemerkungen.  Außerdem  legen  die  Verfasser  Gewicht  auf  eine  möglichst  vollständige  Zusammen- 
steUung  der  übrigen  Literatur  über  öen  Gegenstand.  Sie  schließen  vorläufig  mit  Gauß  ab, 
weil  Gauß  der  erste  ist,  der  die  Vergeblichkeit  aller  Versuche,  das  elfte  Axiom  zu  beweisen, 
vollkommen  klar  erkannt  hat,  die  Fortsetzung  bilden  die  „Urkunden  zur  Geschichte  der  nicht- 
euklidischen Geometrie"  derselben  beiden  Verfasser. 

Schließlich  sei  noch  bemerkt,  daß  alle  die  Abhandlungen,  die  mitgeteilt  werden,  einen  ganz 
elementaren  C/iarakter  tragen  und  zu  ihrem  Verständnisse  durchaus  keine  Kenntnis  der  höheren 
Mathematik  voraussetzen. 

und  Dr.  W.  Ahrens  in  Rostock,  der  Briefwechsel  zwischen 

C.  G.  J.  Jacobi  und  P.  H.  von  Fuß  über  die  Herausgabe  der 
Werke  Leonhard  Eulers.  Herausgegeben,  erläutert  und  durch 
einen  Abdnick  der  Fußschen  Liste  der  Eulerschen  Werke  ergänzt. 
Erweiterter  Sonderabdruck  aus  Bibliotheca  mathematica.  3.  Folge. 
Band  8.     [VIII  u.  160  S.]  gr.  8.    1908.    Geh.  jH^.— 

Die  zweihundertste  Wiederkehr  des  Geburtstages  von  L.  Eni  er  hat  das  Interesse  für 
eine  Gesamtausgabe  seiner  Werke  erweckt,  die  Jacobi  und  Fuß  vor  60  Jahren  in  Angriff  ge- 
nommen hatten.  Der  Briefwechsel  zwischen  ihnen  gibt  aber  nicht  nur  hierüber  Aufschluß, 
sondern  enthält  auch  eine  solche  Fülle  neuen  wertvollen  Materials  zur  Bio-  und  Bibliographie 
Eulers,  daß  er  jedem,  der  sich  mit  der  Geschichte  der  Mathematik  im  18.  Jahrhundert  be- 
schäftigt, unentbehrlich  sein  wird. 

Urkunden  zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertume.  I.Heft. 
Der  Bericht  des  Simplicius  über  die  Quadraturen  des  Anti- 
phon und  desHippokrates.  Griechisch  und  deutsch  von  Professor 
Dr.  Ferdinand  Rudio  in  Züi-ich.  Mit  einem  historischen  Erläute- 
rungsberichte als  Einleitung.  Im  Anhang  ergänzende  Urkunden,  ver- 
bunden durch  eine  Übersicht  über  die  Geschichte  des  Problems  von 
der  Kreisquadratur  vor  Euklid.  Mit  11  Figuren  im  Texte.  [X  u. 
184  S.]    8.     1907.    Steif  geh.  ^4.80. 

Der  Bericht  des  Simplicius  über  die  Quadraturen  des  Antiphon  und  des  Hippo- 
k  rat  es  ist  eine  der  wichtigsten  Quellen  für  die  Geschichte  der  griechischen  Geometrie  vor 
Euklid.  Enthält  doch  dieser  Bericht,  neben  vielen  anderen  historisch  höchst  wertvoUen  Mit- 
teilungen, einen  umfangreichen  wörtlichen  Auszug  aus  der  leider  verloren  gegangenen  Ge- 
schichte der  Geometrie  des  Eudemusl 

Vorausgeschickt  ist  eine  Einleitung,  die  neben  anderen  historischen  Erläuterungen 
zugleich  einen  fortlaufenden  Kommentar  zu  dem  ganzen  Berichte  darbietet.  Und  schließlich 
sind  in  einem  Anhange  ergänzende  Urkunden  (griechisch  und  deutsch)  in  großer  Zahl  vereinigt 
und  durch  verbindenden  Text  in  einen  lesbaren  Zusammenhang  gebracht,  so  daß  das  vorliegende 
Heft  nunmehr  insofern  eine  gewisse  Abrundung  besitzt,  als  es  alles  enthält,  was  auf  dem 
Gebiete  der  Kreisquadratur  vor  Euklid  geleistet  worden  ist. 

Zeuthen,  Dr.  G.  H.,  Professor  an  der  Universität  Kopenhagen,  Geschichte 
der  Mathematik  im  16.  und  17.  Jahrhundert.  Deutsch  von 
Raphael  Meyer.  [VIII  u.  434  S.]  gr.  8.  1903.  Geh.  J(16.— , 
in  Leinwand  geb.  Jt  17. — 

Ähnliche  Zwecke  wie  in  seiner  früher  erschienenen  Geschichte  der  Mathematik  im 
Altertum  und  Mittelalter  verfolgend,  ist  der  Verfasser  besonders  bestrebt  gewesen,  die  reiche 
innere  EutwickUiug  der  Mathematik  selbst  hervorzuheben,  die  in  den  behandelten  Jahrhunderten 
statthatte  und  einen  gewissen  Abschluß  fand  Um  in  der  übrigen  Darstellung  immer  die  mathe- 
matische Entwicklung  verfolgen  zu  können,  hat  der  Verfasser  einen  ausführlichen  historischen 
und  biographischen  Überblick  vorausgeschickt. 
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